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Einleitung

Eine der grundlegendsten Strukturen der Mathematik sind Gruppen. Eine davon ist die
Divisorenklassengruppe eines globalen Funktionenkorpers F//K. Sie ist eine abelsche
Gruppe und ihre Untergruppe, die Klassengruppe, ist sogar endlich.

Das diskrete Logarithmus Problem fiir zwei Elemente g; und go einer endlichen abel-
schen Gruppe beschreibt, deren linearen Zusammenhang kg; = g2 mit einer kleinsten
nicht negativen ganzen Zahl k zu bestimmen. Fiir Verschliisselungsverfahren in der
Kryptographie sind gerade solche abelschen Gruppen geeignet, in denen das diskrete
Logarithmus Problem schwer zu 16sen ist. Die Klassengruppe von globalen Funktio-
nenkdrpern und speziell die von elliptischen globalen Funktionenkdrpern bilden bis auf
Isomorphie die Basis der im Moment effizientesten Public-Key-Verfahren.

Die Gruppenstruktur der Jacobischen Varietit einer glatten projektiven algebraischen
Kurve {iber dem endlichen Kérper K ist isomorph zur Klassengruppe eines globalen
Funktionenkorpers F'//K. Unter Ausnutzung dieser Isomorphie ist es moglich, die Be-
rechnung von Endomorphismenringen solcher Jacobischen Varietdten unter bestimmten
Voraussetzungen auf die Bestimmung von Klassengruppen von globalen Funktionenkor-
pern zu iibersetzen.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Berechnung von Divisorenklassengrup-
pen beziehungsweise Klassengruppen von globalen Funktionenkdrpern. Im Gegensatz
zu den schon bekannten Berechnungsverfahren beruht der neue Ansatz darauf, mittels
der Tate-Lichtenbaum Paarung, Methoden aus der linearen Algebra fiir die Berechnung
der Divisorenklassengruppe zu verwenden.

Sie gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel werden alle benétigten Grundlagen behandelt. Nachdem wir den
Zusammenhang von endlichen abelschen Gruppen und Moduln beziehungsweise Vek-
torrdumen kennengelernt haben, fithren wir in die Theorie der Funktionenkorper ein.
Anschliefsend werden die wichtigsten Invarianten zu diesem Thema, das Geschlecht, die
Divisorenklassengruppe und die Klassengruppe eines Funktionenkorpers beschrieben.
Zum Abschluss dieses Kapitels legen wir noch die algorithmischen Rahmenbedingungen
fiir diese Arbeit fest.

Das zweite Kapitel beginnt mit der Definition der Tate-Lichtenbaum Paarung und
erldutert die Zusammenhénge zu nicht-ausgearteten bilinearen Abbildungen auf Vek-
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torrdumen. Anschliefend beschreiben wir einige Eigenschaften von Vektorrdumen und
nicht-ausgearteter bilinearer Abbildungen auf diesen. Danach wird ein Verfahren zur
Bestimmung von linear unabhéngigen Divisorenklassen vom Grad 0 mittels der Tate-
Lichtenbaum Paarung vorgestellt. Zuletzt priasentieren wir Alternativen dieses Verfah-
rens fiir all die Fille, in denen die Tate-Lichtenbaum Paarung nicht definiert ist.

Im dritten Kapitel werden wir mehrere Algorithmen zur Berechnung der Klassengruppe
eines globalen Funktionenkdrpers kennenlernen. Nachdem die zu diesem Thema relevan-
ten Algorithmen vorgestellt wurden, beschreiben wir die neuentwickelten. Dabei wird
zwischen einer probabilistischen Variante sowie einer nicht-probabilistischen unterschie-
den. Grundlegend basieren beide Varianten auf der Idee iiber Untervektorrdume der
[-Torsionsgruppe der Klassengruppe fiir einen Primteiler [ der Klassenzahl die [-Sylow-
Gruppe der Klassengruppe und damit die Klassengruppe selbst zu berechnen.

Fir die probabilistische Variante beschreiben wir zuerst die wahrscheinlichkeitstheore-
tischen Grundlagen um Erzeugendensysteme von Vektorrdumen in der Klassengruppe
zu produzieren. Danach wird mit Hilfe der im zweiten Kapitel entwickelten Methoden
erklart, wie Basen daraus berechnet werden kénnen. Abschliekend fiigen wir die Ergeb-
nisse zusammen, stellen einen Algorithmus zur Berechnung von [-Sylow-Gruppen der
Klassengruppe eines globalen Funktionenktrper vor und zeigen, wie damit die Klassen-
gruppe bestimmt werden kann.

Beziiglich der nicht-probabilistischen Variante setzen wir voraus, dass ein Erzeugenden-
system der Klassengruppe zur Verfiigung steht. Als erstes erkliren wir, wie fiir einen
Primteiler [ der Klassenzahl aus dem Erzeugendensytem der Gruppe ein Erzeugenden-
system von Untervektordumen der I-Torsionsgruppe der Klassengruppe konstruiert wer-
den kann. Anschlieffend entwickeln wir analog zur probabilistischen Variante dariiber
einen Algorithmus zur Berechnung der Klassengruppe.

Nachdem die Komplexitdt der Algorithmen miteinander verglichen wurde, stellen wir

zum Abschluss von Kapitel drei noch ein Verfahren zur Berechnung des diskreten Loga-

rithmus in der Klassengruppe eines globalen Funktionenkdrper mit der Tate-Lichtenbaum
Paarung vor.

Im vierten Kapitel vergleichen wir an praktischen Beispielen einige der vorgestellten
Algorithmen, indem wir fiir konkrete globale Funktionenkérper die Klassengruppe von
diesen berechnen lassen. Zum Abschluss der Arbeit geben wir im fiinften Kapitel ein
Anwendungsbeispiel der entwickelten Verfahren mit Ausblick.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel beschreiben wir das mathematische Grundgeriist fiir die vorliegende
Arbeit. Fiir die Theorie der algebraischen Funktionenkdrper verweisen wir auf [Sti93].

1.1 Darstellung von abelschen Gruppen

Wir werden in dieser Arbeit alle abelschen Gruppen G additiv darstellen, dass heikt die
Verkniipfung von Gruppenelementen g; und g schreiben wir als g1 + g2. Das Inverse
Elemente von g € G ist —g und 0 bezeichne das neutrale Element in G. Sei g ein Element
von G sowie k € Z, dann definiert

g+:--+g wennk >0,
—_—

k—mal
kg:=1{ —(g+--+g) wenn k <0,
———
k—mal
0 wenn k=0

die Multiplikation von Elementen aus G mit ganzen Zahlen.

Definition 1.1. Fir ein Element g einer abelschen Gruppe G bezeichne Ord(g) die
kleinste positive ganze Zahl k, so dass kg = 0 gilt. Wir nennen diese Zahl die Ordnung
von g in G.

Definition 1.2. Fir eine abelsche Gruppe G und eine positive ganze Zahl m definieren
wir die Untergruppe Gm] :== {g € G | mg = 0} und nennen sie die m-Torsionsgruppe
von G.

Nach dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie sind die Gruppen G|m| und G/mG
isomorph. Ist g ein Element von G[m| oder G/mG, dann gilt mg = 0. Also ist

kg = (k+~ym)g
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fiir alle ganzen Zahlen k und . Wir betrachten statt k die ganze Zahl k zwischen 0 und
m —1, die durch k = jm + k eindeutig definiert ist. Fassen wir {0,...,m—1} als Vetre-
tersystem des Ringes Z/mZ auf, dann wird aus G[m] beziehungsweise G/mG ein freier
Z/mZ-Modul. Ist m eine Primzahl, dann bezeichnet F,, := Z/mZ einen Korper und
G[m| sowie G/mG werden zu F,,-Vektorriumen. Damit konnen wir die Begriffe und
Methoden der Linearen Algebra auf die Untergruppen G[m| und G/mG iibertragen.
Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen gilt die folgende Isomor-
phie:

G=Z/al&-- - ®L/c,Z,

wobei ¢1 | ¢a | -+ | ¢p. Wir nennen die ganzen Zahlen ¢y, ..., ¢, die Gruppeninvari-
anten von G. Den zu Z/¢;Z isomorphen Teil von G mit i € {1,...,n} bezeichnen wir
als die i-te zyklische Komponente von G. Eine Teilmenge S der Gruppe G heifst ein
Erzeugendensystem von GG, wenn sich jedes Element g € G als Z-Linearkombination
mit Elementen aus S darstellen 1&ft. Wir schreiben in diesem Kontext

G=(S).

Bestimmt {g1,...,9,} die Menge S, so dass g; die i-te zyklischen Komponente von G
erzeugt, dann gilt offensichtlich G = (S). Wir nennen in diesem Fall S ein minimales
Erzeugendensystem von G.

1.2 Funktionenkorper

Definition 1.3. Sei K ein Korper. Ein algebraischer Funktionenkorper F/K in einer
Variable dber K ist eine algebraische Korpererweiterung F von K(x), wobei x € F
tber K ein transzendentes Element ist. In diesem Zusammenhang nennen wir K den
Konstantenkiérper. Bezeichne K den algebraischen Abschluss von K in F, dann heifit
dieser Korper exakter Konstantenkorper. Ist der Konstantenkdrper endlich, so heif§t der
Funktionenkérper dazu globaler Funktionenkdrper.

Der Einfachheit halber schreiben wir, statt algebraischer Funktionenkérper F' {iber dem
Konstantenkérper K in einer Variablen, einfach Funktionenkérper F'//K. Wenn klar ist
welcher Konstantenkdrper gemeint ist, schreiben wir kurz F.

Definition 1.4. Fin algebraischer Funktionenkérper F'/K' heifit algebraische Erwei-
terung eines algebraischen Funktionenkdrpers F/K, wenn F'/F eine algebraische Kor-
pererweiterung bestimmt und K in K’ enthalten ist.

Die algebraische Erweiterung F'/K' von F/K nennen wir Konstantenkirpererweite-
rung, wenn F' = FK' := F'(K") gilt.

Definition 1.5. Ein Bewertungsring des Funktionenkérpers F/K ist ein Ring O mit
folgenden FEigenschaften:
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(i) K<COCF und
(ii) fiir jedes z € F gilt z € O oder z~1 € O.

Sei O ein Bewertungsring von F//K und bezeichne O* die Menge der invertierbaren
Elemente davon. Dann ist der Ring O lokal und die Menge P = O\O* dessen eindeutiges
maximales Ideal. Die Menge Op := {2z € F' | z=! ¢ P} ist ein Bewertungsring. Dieser
wird durch P eindeutig bestimmt und heiftt Bewertungsring von P.

Definition 1.6. Fine Stelle P eines Funktionenkorpers F/K st das mazimale Ideal
eines Bewertungsringes O von F/K. Die Menge aller Stellen des Funktionenkdrpers
F/K wird durch

Pp :={P | P ist Stelle von F/K}

bezeichnet.

Sei P eine Stelle von F/K und Op der korrespondierende Bewertungsring, dann ist
Fp := Op/P ein Korper und deg(P) := [Fp : K] heifst der Grad von P. Diese Zahl ist
fiir jede Stelle von F'/K endlich. Fiir x € Op bezeichne x(P) dessen Klasse = + P in Fp.
Indem wir z(P) := oo fiir € F'\ Op setzen, erhalten wir eine Abbildung von F' nach
Fp U {OO}

Definition und Satz 1.7. Sei P € Pr und Op der dazugehdrige Bewertungsring von
F/K, dann ezistiert ein t € Op mit P = tOp. Wir nennen t eine Uniformisierende
von P. Fizieren wir ein solches t, so hat jedes Element 0 # z € F eine eindeulige
Darstellung der Form z = t"u mit u € OF und n € Z. Wir definieren damit fir P € Pp
die Abbildung vp : F — Z U {oo} durch

vp(2) :=n und vp(0) = oo.
Beweis. Beweise fiir diese Aussagen finden sich in [Sti93, S.4-5]. O

Die letzte Definition hangt ausschliefslich von P ab und nicht von der Wahl von ¢.

Definition 1.8. Sei F'/K’ eine algebraische Erweiterung von F/K. Wir sagen, dass
eine Stelle P' € Ppr diber der Stelle P € Pr liegt, falls P in P’ enthalten ist.

Liege P’ € Pps iiber der Stelle P € Py , dann gibt es eine positive ganze Zahl e mit der
Eigenschaft

vpr(x) = e-vp(x) fir alle x € F.

Ist die Zahl e gleich 1, dann heift die Korpererweiterung F'/F an der Stelle P un-
verzweigt, andernfalls nennen wir die Erweiterung verzweigt bei P. Fiir P’ iiber P gilt
Op C Opr. Folglich kénnen wir den Restklassenkorper Fp in F}, einbetten und damit
F{.,/Fp als eine algebraische Korpererweiterung auffassen. Fiir den Fall, dass der Grad
dieser Korpererweiterung gleich 1 ist, bezeichnen wir F'/F an der Stelle P als rein
verzweigt.
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1.3 Divisorenklassengruppe und Geschlecht

In diesem Abschnitt beschreiben wir die wichtigsten Invarianten von Funktionenkérpern:

e Die Divisorenklassengruppe,
e die Klassengruppe und
e das Geschlecht

eines Funktionenkdrpers F' iiber dem endlichen Konstantenkérper K := F, mit ¢ = pF
Elementen. Hierbei bezeichnet p immer eine Primzahl und k eine positive ganze Zahl.

Wenn es nicht explizit erwahnt wird, ist der Konstantenkérper K beliebig.

Definition 1.9. Die freie abelsche Gruppe, die von den Stellen von F/K erzeugt wird,
heifit die Divisorengruppe von F /K. Wir bezeichnen sie mit Dp. Die Elemente D € Dp
heifien Divisoren von F/K und sind formale Summen der folgenden Form

D= anP

PePp

mit np € Z und fast allen np = 0. Der Ezponent vp(D) einer Stelle P in D ist der
Wert np. Sind alle np gleich 0, dann heiffit D der Nulldivisor und wir schreiben fiir D
einfach 0.
Die Menge {P € P | vp(D) # 0} heifit Triger von D, wir kiirzen sie mit supp(D) ab.
Zwei Divisoren D1 und Do nennen wir koprim, wenn der Schnitt derer Triger leer ist.
Seien Dy := > npP und Dy := Y mpP Divisoren von F/K. Mittels

PePr PePp

Dy < Dy <= np < mp fir alle P € Pp

wird eine Halbordnung auf D definiert. Den Grad eines Divisors bezeichnen wir durch

deg(D) := Z vp(D) deg(P).

PePp

Fiir ein Element 0 # z € F sind die Mengen Z(z) := {P € Pp | vp(z) > 0} und
N(z) :=={P € Pp | vp(z) < 0} endlich.

Definition 1.10. Fiir jedes z € F' ungleich 0 bezeichnen wir

(2)0 = Z vp(2)P und (2)oo 1= Z (—vp(2))P

PeZ(z) PeEN(z)

als den Nullstellendivisor beziehungsweise Polstellendivisor von z. Der Hauptdivisor von
z wird durch
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definiert. Die Menge
Pri={(2) |0 £ 2 € F}

nennen wir die Gruppe der Hauptdivisoren des Funktionenkorpers F/K.

Die Gruppe der Hauptdivisoren Pr ist eine Untergruppe der Divisorengruppe Dp.
Durch die Relation D ~ D' <= D = D' + (2) mit D und D’ aus Dp sowie (z)
aus Pr erhalten wir eine Aquivalenzrelation.

Definition 1.11. Die Faktorgruppe Cr := Dp/Pr heifit Divisorenklassengruppe von
F. Die Divisorenklasse von D € Dp in Cp bezeichnen wir mit [D]. Der Grad eines
Elements aus Cp entspricht dem Grad eines Reprdsentanten aus dessen Klasse.

Definition 1.12. Sei F'/F, ein Funktionenkdrper. Die Menge
Cy = {[D] € Cr | deg([D]) = 0}

ist eine Untergruppe von Cp und heifit Divisorenklassengruppe vom Grad 0 von F/F,
oder kurz Klassengruppe von F. Wenn klar ist welcher Funktionenkdrper gemeint ist,
sagen wir einfach Klassengruppe.

Definition und Satz 1.13. Die Klassengruppe C’% eines globalen Funktionenkérpers F'
ist endlich. Die Ordnung dieser abelschen Gruppe bezeichnen wir durch hp und nennen
sie die Klassenzahl von F.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Sti93, S.159]. 0

Definition 1.14. Fiir einen Divisor D eines Funktionenkorpers F/K definieren wir
den Riemann-Roch-Raum durch

L(D):={z€F|(z)>-D}U{0}.

Lemma 1.15. Sei D ein Divisor eines Funktionenkorpers F/K, dann ist L(D) ein
K -Vektorraum.

Beweis. In |Sti93, S.17| wurde die Aussage bewiesen. O
Definition 1.16. Das Geschlecht g eines Funktionenkorper F/K ist definiert durch

g = max{deg(D) — dimg (L(D))+ 1| D € Dp}.
Das Geschlecht eines Funktionenkérpers ist eine nicht-negative ganze Zahl. Wir werden
in dieser Arbeit ausschlieklich Funktionenkérper vom Geschlecht g > 1 betrachten.

Beispiel 1.17. Funktionenkorper F/K vom Geschlecht g = 1 heifien elliptische Funk-
tionenkorper, wenn ein Divisor vom Grad 1 von F/K existiert. Ist das Geschlecht g = 2,
so nennen wir den Funktionenkdrper hyperelliptischer Funktionenkdrper.
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Satz 1.18. Die Klassenzahl eines Funktionenkérpers F/Fq vom Geschlecht g ist kleiner
gleich (\/q+1)%.

Beweis. In [SD06, S.237| ist ein Beweis nachzulesen. O

1.3.1 Struktur der Divisorenklassengruppe und der m-Torsionsgruppe
Wir wollen nun die Divisorenklassengruppe eines Funktionenkorpers F'/ K etwas genauer
betrachten. Unser Interesse ist es, diese im Fall eines endlichen Konstantenkérpers K zu
berechnen. Der folgende Satz zeigt, dass es zur Berechnung der Divisorenklassengruppe

eines globalen Funktionenkérpers ausreicht dessen Klassengruppe zu bestimmen.

Satz 1.19. Sei F//IF, ein Funktionenkérper. Bezeichne Cp die Divisorenklassengruppe
und C% und die Klassengruppe von F', dann gilt die folgende Isomorphie:

Cr=CYal.
Beweis. Ein Beweis findet sich in [Hes99, S.3]. O

Sei F' ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g tiber dem endlichen Kérper Fy mit ¢ =
p* Elementen und einer Primzahl p. Bezeichne F einen fest gewdhlten algebraischen
Abschluss von F und F, den algebraischen Abschluss von F, in F. Wir betrachten die
Konstantenkdrpererweiterung F’ := FF, iiber F,.

Satz 1.20. Fiir m € Z7° mit p{m und r € Z>° ist
(i) C%[m] = (Z/mZ)?9 und

(i) C%[p"| =2 (Z/p"Z)* mit 0 < s < g.
Beweis. In |Hes99, S.44| finden sich Verweise auf Beweise. O

Da F’ eine Konstantenkorpererweiterung von F ist, kénnen wir die Elemente von C’% in
C%/ einbetten und somit C% als Untergruppe von C’%/ auffassen. Also folgt unmittelbar
mit Satz 1.20, dass

CY 2 (Z/e1Z) @ -+ @® (Z)cyZ) mit f < 2g (1.1)

gilt.
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1.4 Differentiale

In dieser Arbeit wollen wir die Divisorenklassengruppe beziehungsweise die Klagsengrup-
pe eines globalen Funktionenkérpers F)/K berechnen, dessen Konstantenkorper ¢ = p*
Elemente hat, wobei p eine Primzahl und k eine positive ganze Zahl bezeichnet. Fiir
einen Primteiler | der Klassenzahl werden wir dazu die Struktur der [-Torsionsgruppe
von C% ausnutzen. Ist dieser Primteiler gleich p, dann verwenden wir die Theorie der
Differentiale.

Bezeichne in diesem Abschnitt F//K einen Funktionenkorper iiber dem vollkommenen
Konstantenkérper K. Fiir die nachfolgende Einfiihrung halten wir uns an [Sti93, Kap.
IV.1.]. Darin wird zusétzlich verlangt, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Diese Vor-
aussetzung spielt bei den folgenden Definitionen und Uberlegungen aber keine Rolle.

Definition 1.21. Sei M ein F-Modul. Eine K-lineare Abbildung 6 : I — M heifst
Ableitung von F/K, wenn 6(uv) = ud(v) + vo(u) fir alle u,v € F gilt.

Die Elemente x € F, fiir die F//K(z) eine seperable algebraische Korpererweiterung
ist, heifen seperierende Elemente von F//K. Nach [Sti93, S.128] ist die Existenz eines
solchen Elements garantiert.

Definition und Satz 1.22. Sei x € F ein seperierendes Element des Funktionenkir-
pers F/K. Dann existiert eine eindeutige Ableitung 0, : F — F von F/K mit der
FEigenschaft 6,(x) = 1. Sie heifit eindeutige Ableitung nach z.

Beweis. Ein Beweis ist in [Sti93, S.135] nachzulesen. O

Lemma 1.23. Seien x und y seperierende Elemente von F/K | dann gilt 6, = 0,(x)0,.
Beweis. Die Aussage wurde in [Sti93, S.137| bewiesen. O

Mit Hilfe des letzten Lemmas, kénnen wir auf der Menge
Z :={(z,y) € F x F | y ist seperierendes Element von F//K}

durch (z1,y1) ~ (z2,y2) <= x2 = x10y,(y1) eine Aquivalenzrelation definieren. Die
Aquivalenzklassen (z,y) € Z werden durch xdy bezeichnet.

Definition 1.24. Die Menge Q(F/K) :={xdy | € F undy € F ist seperierend} heifst
der Raum der Differentiale von F/K . Die Elemente xdy € Q(F/K) werden Differentiale
von F/K genannt.

Der Raum der Differentiale von Q(F/K) ist ein F-Modul. Wir definieren die Multipli-
kation fiir zdy € Q(F/K) und z € F durch

z(xdy) := (zz)dy.
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Wahlt man ein beliebiges seperierendes Element z von F'/K | dann gibt es fiir x1dy; und
xodyy aus Q(F/K) die Darstellung z1dy1 = (210,(y1))dz und zadys = (x20,(y2))dz.
Nun koénnen wir die Addition mittels

x1dyr + xodys = (210, (y1))dz + (220, (y2))dz := (£10,(y1) + 220, (y2))dz

definieren. Wegen Lemma 1.23 ist diese Definition unabhéngig von der Wahl des se-
perierenden Elements z. Indem wir dt := 0 fiir jedes nicht-seperierende Element ¢ von
F/K setzen, erhalten wir die Abbildung

F — Q(F/K) mit t — dt.
Satz 1.25.

(i) Der Raum der Differentiale Q(F/K) ist ein freier F-Modul vom Rang 1.
(i) Die Abbildung d: F — Q(F/K) mit t — dt ist eine Ableitung von F/K.

Beweis. In [Sti93, S.138| wurden beide Aussagen bewiesen. O

Satz 1.26. Sei F' ein Funktionenkdrper tiber dem vollkommenen Konstantenkérper K
und t eine Uniformisierende einer Stelle P von F/K. Dann ist t ein seperierendes
Element von F/K.

Beweis. Ein Beweis ist in [Coh91, S.138] nachzulesen. O

Nach den letzten beiden Sitzen, konnen wir jedes w € Q(F/K) schreiben als w = zdt,
wobei € F' und t eine Uniformisierende einer Stelle P € Pg ist. Der Wert vp(w) :=
vp(3;) heift die Ordnung von w in P und ist unabhéngig von der Wahl von ¢. Fiir
jedes w € Q(F/K) und fast alle P € Pp ist vp(w) = 0. Folglich kénnen wir mittels
(W) :== > pep, vp(w) - P € Dp jedem Differential ungleich Null von F'/K einen Divisor
aus Dp zuweisen.

Definition 1.27. Ein Differential w € Q(F/K) heifit holomorph, wenn vp(w) > 0
fiir alle Stellen P von F/K ist. Den Raum der holomorphen Differentiale von F/K
bezeichnen wir mit Q°(F/K).

Der Raum der holomorphen Differentiale von F/K ist ein g-dimensionaler K-Vektorraum,

wobei g das Geschlecht des Funktionenkérpers F'//K bezeichnet.

Zuletzt definieren wir noch einen fiir die spitere Betrachtungen wichtigen Teilraum des
Raumes der Differentiale.

Definition 1.28. Der Raum der logarithmischen Differentiale von F/K ist definiert
durch

QO8(F/K) = {(1/y)dy | y € F*}.
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1.5 Algorithmische Vorbemerkungen

1.5.1 O- und O-Notation

Bei der Entwicklung von Algorithmen ist es notwendig abzuschétzen, welchen Rechen-
aufwand sie haben und welchen Speicherplatz sie bendtigen. Um solche Analysen zu
vereinfachen, verwenden wir in dieser Arbeit die O-Notation sowie die O-Notation. Be-
schreibe fortan log den Logarithmus zur Basis 2.

Fiir zwei Funktionen f,g : N — R schreiben wir f(n) = O(g(n)), falls es Konstanten
c € RT und N € N gibt, so dass

[f(n)] <c-g(n)

fiir fast alle n > N gilt. Diese Notation 14t sich auch auf Funktionen in mehreren
Variablen verallgemeinern. Existiert eine positive ganze Zahl k mit der Eigenschaft
f(n) = O(g(n)log®(g(n))), dann schreiben wir der Einfachheit halber f(n) = O(g(n)).
Fiir e € (0,1) ist 1/(1 — &) beziehungsweise 1/(1 — /) in |1, oo[. Lassen wir nur Werte
fiir ¢ und /2 der Form (n — 1)/n beziehungsweise ((n — 1)/n)? mit n € Z>! zu, dann
ist 1/(1 —¢e) = n beziehungsweise 1/(1 —/€) = n und es ergibt Sinn, die eben beschrie-
bene Notation auch fiir Funktionen in 1/(1 —¢) oder 1/(1 — y/¢) zu verwenden. Diese
Festlegung ist aber nur beziiglich asymptotischer Analysen von Interesse, praktisch be-
trachten wir fiir € beliebige reelle Zahlen zwischen 0 und 1.

Sei ¢ € (0,1) und F/F; ein Funktionenkérper vom Geschlecht g sowie n eine positi-
ve ganze Zahl. Wir werden des Ofteren in dieser Arbeit Laufzeiten von Algorithmen
betrachten, die polynomiell in log(1/(1 — ¢)), log(q) und g sind sowie linear in n.
Damit meinen wir, dass es Konstanten ki, ko, ks € 71 gibt, so dass die Laufzeiten
O((log(1/(1 — €)))** (log(q))*2g*3n) entsprechen, wobei bei dieser Notation 1/(1 — ¢)
wie zuvor aufzufassen ist. Werden die Konstanten nicht ndher spezifiziert, so schreiben
wir stattdessen (log(1/(1 —€)))°M (log(¢))°Mg®MO(n).

1.5.2 Algorithmische Représentation von Funktionenkorper

Einen algebraischen Funktionenkorper F'//K vom Geschlecht g realisieren wir algorith-
misch als den Quotientenkdrper des Restklassenringes

Klz][yl/ f (=, y) K[z][y],

wobei f(x,y) = y"+ fi(x)y" 1 +-- -+ fu(x) € K[7][y] ein irreduzibles Polynom bezeich-
net, welches normiert und seperabel in y ist. Wir nennen f mit diesen Eigenschaften ein
definierendes Polynom von F'. Bezeichne deg, (f) und deg,(f) den Grad eines Polynoms
f € K|x][y] aufgefakt als Polynom in z bezichungsweise y.

Lemma 1.29. Sei F/F, ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g > 1 und q = "

mit einer Primzahl p und k € Z>°. Dann existiert ein definierendes Polynom f aus
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Klx][y] von F, so dass deg,(f) < 2g* + 3¢g([2 log,(29)] + 1) + ([2log,(29)] + 1)2 und
deg, (f) < g+ [2log,(29)] + 1 ist.

Beweis. Sei P eine Stelle minimalen Grads von F' und A € Z minimal gew#hlt, so dass
A - deg(P) > 2¢ gilt. Nach [Sti93, S.29 1.5.17.] existiert dann z € L(AP) \ L((A — 1)P).
Das heift, es gilt vp(z) = —A. Teilt p die Zahl A, dann wéhlen wir anstelle von A einfach
A+ 1 und erhalten x € L((A+ 1)P) \ L(AP) mit vp(z) = —(A+ 1), wobei p nun (A +1)
nicht teilt. Gelte also ohne Einschrankung, dass p{ A. Nach [Sti93, S.128 I11.9.2.(a)] ist
damit x ein seperierendes Element von F/K.

Wir wihlen eine weitere Stelle Q mit minimalem Grad und Q ¢ supp((z)) sowie u € Z
minimal, so dass p-deg(Q) > g ist. Dann existiert nach [Sti93, S.21 1.4.17.] ein Element
pin L(1Q) \ K. Wegen der Wahl von z und p ist die Korpererweiterung F/K(z) bei
P rein verzweigt und F/K(p) bei P unverzweigt. Wegen [Sti93, S.62 II1.1.6.] gilt damit
[F': K(z,p)] = 1, also F' = K(z,p). Da z seperierend ist, existiert ein irreduzibles
Polynom f € K|[z][t] mit f(z,p) = 0, welches in ¢ seperabel ist. Da z ein Element von
L(AP)\ L((A —1)) ist und wegen p € L(pQ), haben wir ()s = AP und (p)eo = fQ
mit it < p. Nach [Sti93, S.18 1.4.11.] ist

deg((z)oo) = Adeg(P) = [K(z) :
deg((p)oo) = i1 deg(Q) = [K(p) :

Wegen [Hesed, S.14] sind die Grade der Stelle P und Q kleiner gleich [2log,(2g)] + 1
Dann sind wegen der Wahl von A und p aber A - deg(P) < 2g + [2log,(2g)] + 1 und
fi-deg(Q) < g+[2log,(29)] + 1. Also ist deg, (f) < 29+ [2log,(2g)| +1 und deg,(f) <
g+[2log,(2g)] +1. Das Polynom f ist noch nicht in ¢ normiert. Habe f die Darstellung

deg
deg

Fl@,t) = fa(@)t" + fao1(@)t" " 4 - + fo(2).

Wir multiplizieren die Gleichung mit f,,(x)"~! und definieren y := f,,(z)t. Damit erhal-
ten wir

f@,y) = fal@)" (2, t) =y + faa @)y 4o+ ful@)" ™ fol@).

Das Polynom f € K[z][y] ist nun normiert in y. Die Irreduzibilitit von [ tibertrigt
sich auf f. Da J beziiglich t seperabel war, ist es f beziiglich y. Wegen f(ﬂs p) =0
bezeichnet also f ein definierendes Polynom von F. Aus

deg, (f(2,y)) = deg(fa(2)" ™" f(2.1)) = (n — 1)deg(fa()) + deg,(f(z,1))

und n < g + [2log,(29)] + 1 sowie deg(fn(z)),deg,(f(2,t)) < 29 + [2log,(29)] + 1
folgt, dass deg,(f(z,y)) < 29+ 3g([2log,(29)] + 1) + ([2log,(29)] + 1) ist. Der Grad
von f in y ist gleich dem Grad von f in ¢ und damit kleiner als g + [2 log,(29)] + 1.

O
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In dieser Arbeit ist K der endliche Korper IFy, mit ¢ = p¥ Elementen, wobei p eine Prim-
zahl bezeichnet und k eine positive ganze Zahl. Wir nehmen an, dass alle Rechnungen
in F' beziiglich einer wie eben beschriebenen Darstellung durchgefiihrt werden. Nach
dem letzten Lemma kénnen wir auch voraussetzen, dass n := [F' : K(x)] = O(g) und
Cy = max{ [degi(fi)] | 1<i<mn} gleich O(¢g?) ist. Detaillierte Informationen zu dieser

%

Darstellung finden sich in [Hes99].

Die Komplexitit der in dieser Arbeit beschriebenen Algorithmen werden in Rechenein-
heiten in F,, dem endlichen Konstantenkorper des Funktionenkérpers F', beschrieben.
Dabei sei vorausgesetzt, dass alle Operationen +, —, -, / und das Testen auf Gleichheit,
unabhéngig von der Wahl der Elemente in IF,, denselben Aufwand haben. Die auftre-
tenden ganzen Zahlen werden klein sein. Aus diesem Grund werden wir die Kosten des
Rechnens damit durch die Kosten fiir das Rechnen in [F, beschreiben.

Anstatt mit Divisorenklassen [D] der Klassengruppe C’% rechnen wir mit dessen Repréa-
sentanten. Dazu wird angenommen, dass in dieser Arbeit ausschlieklich Repréisentanten
D betrachtet werden, die folgende Figenschaften erfiillen:

1. Fir D = Zl AiPi ist h(D) = Z)\i>0 )\Zdeg(PZ) + Z}\Z_<0 —Aideg(Pi) = O(g)
2. Die Kardinalitéit von supp(D) ist gleich O(g).

3. Das Maximum der Grade der Stellen aus supp(D) ist gleich O(g).

Sei k € Z. Statt mit k[D] = [kD] befassen wir uns mit kD. Die Zahlen, die wir spéter
betrachten, werden alle durch die Klassenzahl hr nach oben beschrinkt sein. Wegen
Satz 1.18 gilt hp = O(¢9). Also ist h(kD) = O(gq?). Des Weiteren betrachten wir
auch Linearkombinationen D" von Divisoren, die 1. bis 3. erfiillen und maximal O(g)
Summanden haben. Dann ist #supp(D') = O(g?). Mittels [Hesed, Algorithmus 33| be-
rechnen wir einen Divisor A vom Grad 1 mit einer Darstellung A = [P + [sP2 und
l; deg(P;) < ([2log,(29)] + 1)2 mit 4 € {1,2}. Reduzieren wir kD bezichungsweise D’
mittels A, wie in [Hes02, S.13-15] beschrieben, dann erhalten wir Divisoren Dy, Dy > 0
und 71,79 € Z mit [kD] = [D1 +r1A] und [D'] = [Dy + r2A]. Dabei erfiillt D; + ;A fiir
i € {1,2} wieder die zuvor beschriebenen drei Eigenschaften. Nach [Hes02, Remark 8.6]
und den letzten Uberlegungen kénnen wir die Reprisentanten D; + A fiir i € {1,2}
mit einer in g und log(q) polynomiellen Komplexitiat berechnen.

In dieser Arbeit werden immer ,statt kD oder D', die Reprisentanten der selben Di-
visorenklassen Dj + r1 A beziehungsweise Do + 19 A betrachtet. Wollen wir zwei Divi-
sorenklassen [D;] und [D2] vom Grad 0 addieren oder eine mit einer ganzen Zahl k
multiplizieren, miissen wir deren Reprisentanten schlimmstenfalls erst im oberen Sinne
reduzieren und dann addieren beziehungsweise mit k£ multiplizieren. Der Aufwand dafiir
ist dann polynomiell in g und log(q). Die Elemente [D;] und [Ds] sind genau dann gleich,
wenn deg(D1) = deg(D2) und dimp, (£(D1—D3)) = 1ist. Mit [Hes02, Algorithmus 8.8.]
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kénnen wir den Test auf Gleichheit realisieren. Wegen obiger Annahmen und [Hes02,
Remark 8.9.] ist die Komplexitit dafiir ebenfalls polynomiell in g und log(q). Haben
wir fiir einen Repréisentanten D einer Divisorenklasse vom Grad 0 schon die reduzierte
Darstellung D + rA berechnet, dann ist [D] gleich der Null in C%, wenn r = 0 und D
der Nulldivisor ist.

Bemerkung 1.30. Sei F' ein Funktionenkdérper vom Geschlecht g diber F, und C’%
dessen Klassengruppe. Der Aufwand fiir das Rechnen in C% ist polynomiell in g und
log(q). Damit meinen wir das Addieren und Vergleichen von zwei Elementen aus C’%
sowie das Multiplizieren einer Divisorenklasse vom Grad 0 mit einer ganzen Zahl.

Eine zentrale Rolle dieser Arbeit ist das zuféllige Wéhlen von Divisorenklassen vom
Grad Null. In [B6t08] wird ein Algorithmus vorgestellt, der genau das fiir Funktionen-
kérper F//F, vom Geschlecht g realisiert. Dessen Komplexitét ist polynomiell in log(q).
Fiir die Eingabe eines Divisors A = [1P1 + l2P2 vom Grad 1, wie zuletzt beschrieben,
berechnet der Algorithmus einen Représentanten D einer Divisorenklasse der Klassen-
gruppe der Form

D =P — dA,

wobei P eine Stelle von F/F, ist mit deg(P) = d = O(g). Der Ausdruck [; deg(P;) <
([21og,(29)] + 1)* ist gleich O(g) mit i € {1,2}. Also sind die Repriisentanten der
zuféllig gewdhlten Divisorenklassen von der Form

D=P—-di1P —dlPs

und damit A(D) = O(g), #supp(D) = O(1) sowie das Maximum der Grade der Stellen
von D gleich O(g). Das rechtfertigt unter anderem die Annahmen dieses Abschnittes.



Kapitel 2

Linear unabhangige
Divisorenklassen

In diesem Kapitel sei F' ein Funktionenkorper vom Geschlecht g > 1 iiber dem endli-
chen Korper F, mit ¢ = p* Elementen und p eine Primzahl sowie k € Z>%. Es bezeichne
dazu C% die Klassengruppe von F, hp die Klassenzahl von F' sowie fiir einen Teiler
m der Klassenzahl C%[m] die m-Torsionsgruppe von C% . Wie in Abschnitt 1.1 be-
schrieben, fassen wir C%[m] und C%/mC% als freie Z/mZ-Moduln auf. Wegen ihrer
Isomorphie haben sie den gleichen Rang n, der wegen (1.1) kleiner gleich 2g ist. Un-
ser Interesse in diesem Kapitel ist es, einen Algorithmus zu beschreiben, der aus einer
Teilmenge von C%[m] die linear unabhiéngigen Elemente bestimmt. Wir beschrinken
uns dabei auf den Fall, dass m = [ ein Primteiler der Klassenzahl von F' ist. Damit
werden C%[l] und C%/IC% zu F;-Vektorrdumen. Im dritten Kapitel wollen wir Basen
von Erzeugendensystemen bestimmter Untervektorriume von C'%[l] berechnen, also ist
die letzte Restriktion hinsichtlich des folgenden Kapitels sinnvoll. Zun#chst betrachten
wir den Fall, dass [ und p verschieden sind. Am Ende dieses Kapitels beschreiben wir
den Fall [ = p.

2.1 Der Fall [ ist ungleich p
Definition 2.1. Sei F/F, ein Funktionenkorper und m ein Teiler der Klassenzahl. Die
kleinste positive ganze Zahl d(q, m) mit

m | (i) — 1)

nennen wir den Einbettungsgrad von F/F, beziiglich m. Ist klar welcher Funktionenkér-
per F/F, und welches m gemeint sind, sagen wir einfach Einbettungsgrad.

Definition und Satz 2.2. Sei I’ ein Funktionenkdrper iiber Fy und m ein Teiler dessen
Klassenzahl, der koprim zu q ist mit d(q,m) = 1, dann ezistiert eine nichi-ausgeartete

15
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bilineare Abbildung
T - Com] x Cp/mCY — Fy /(FX)™.
Diese Abbildung heifit Tate-Lichtenbaum Paarung.

Beweis. Die Gruppe F; hat die Ordnung ¢ — 1 und ist zyklisch. Also existiert 3 € F,

mit F = (8). Wegen d(q, m) = 1 teilt m die Ordnung von F . Dann ist v := ﬂq;ml, eine
m-te primitive Einheitswurzel, in I, enthalten und damit auch die Menge der m-ten
Einheitswurzeln. Nach [Hes04, Theorem 3] folgt, dass T}, nicht-ausgeartet ist. 0

Da F eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢q — 1 ist, gilt

Fr/(Fy)™ = Z/cZ mit ¢ := ggT(q —1,m).
Fiir ¢ > 1 bezeichnet Z/cZ einen nicht-trivialen Teilring von Z/mZ. Ist [ ein Primteiler
von hp mit ggT(q,l) = d(q,l) = 1, dann gilt insbesondere ggT (¢ — 1,1) = [ und wir
kénnen 7; als F;-bilineare Abbildung auf dem F;-Vektorraum C%[l] x C%/I1CY% auffassen.

Wir benétigen ein Kriterium um auszusagen, welche Elemente einer Teilmenge von
CY%[1] linear unabhiingig sind. Dazu betrachten wir zuniichst den Fall d(g,l) = 1 und
anschliefend d(q,1) > 1.

2.1.1 Einbettungsgrad von F/F, beziiglich [ ist 1

Fiir I = ggT'(q—1,1) fassen wir T} als eine nicht-ausgeartete F;-bilineare Abbildung auf.
Wir werden nun erst einmal allgemeine Uberlegungen zu K-Vektorriumen V, W und
einer auf V' x W nicht-ausgearteten K-bilinearen Abbildung f machen.

Satz 2.3. Seien ein Kdérper K und K-Vektorrdume V,W der Dimension n > 0 sowie
eine nicht-ausgeartete K-bilineare Abbildung f : V x W — K gegeben. Sind Vi und W1
Untervektorriume von V beziehungsweise W der Dimension 0 < k < n, so dass f‘lewl
nicht-ausgeartet ist, dann ecistiert zu jedem Untervektorraum Vo mit Vi C Vo CV ein
Untervektorraum Wo C W, so dass W1 in Wy enthalten und f|v2xw2 nicht-ausgeartet
15t.

Beweis. Fiir k = n miissen wir nichts beweisen. Gelte also & < n. Sei By := {v1,...,v,}
eine Basis von V und By := {wy,...,w,} eine Basis von W. Es gelte ohne Einschrén-
kung V4 = Spann({v1,...,v;}) und W7 = Spann({wy,...,wg}). Nun geniigt es zu
zeigen, dass fiir beliebiges v € {vg11,...,v,} ein w; € {wiy1,...,w,} existiert, so dass
f eingeschrinkt auf Spann({v,..., vk, v}) X Spann({wy, ..., wg, w;}) nicht-ausgeartet
ist.

Angenommen die Behauptung wére falsch, dann existiert fiir alle i € {k+1,...,n} zur
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Menge B; := {wi,...,wg,w;} ein 0 # z; € Spann({vy,..., vk, v}) mit f(x;,b) = 0 fiir
alle b € B;. Es gilt (), Bi = {w1, ..., wy}, folglich ist

{wy,...,wi} C Kern(f(z;,-)) firi=k+1,...,n. (2.1)

Hatte ein z; keine v-Komponente, dann wire x; € Vi und somit j‘]lew1 im Wider-
spruch zur Voraussetzung ausgeartet. Also haben alle x; einen nicht-trivialen v-Anteil.
Betrachte x; und z; fiir beliebige 4,5 € {k + 1,...,n} mit i # j. Es gibt ein o aus
K, so dass z; — ax; € Vi ist. Wegen (2.1) und der Bilinearitét der Abbildung f gilt
f(zi—axj,b) = 0 fir alle b € W;. Nach Voraussetzung ist aber f‘lewl nicht-ausgeartet,
also muss x; — ax; = 0 beziehungsweise z; = ax; sein. Da die Wahl von ¢ und j be-
liebig war, sind 2g41,...,2, € Spann({v,}) fiir ein 0 # vy € V4. Nun gilt fir z; # z;
mit B; C Kern(f(x;,-)) und B; € Kern(f(z;,-)) sowie z;,z; € Spann({v,}), dass
B; U B; C Kern(f(vs,-)). Also ist Uiy, Bi = {w1,...,wn} = Bw € Kern(f(vs,)).
Das steht im Widerspruch dazu, dass f,,,, nicht-ausgeartet ist. Demnach war die An-
nahme falsch und die Aussage ist bewiesen. O

Satz 2.4. Seien K ein Kérper und V,W K-Vektorraume der Dimension n > 0 mit
B :={v,...,v,} CV, C :={wy,...,w,} CW gegeben. Bezeichne f :V x W — K
eine K-bilineare Abbildung. Wenn

det (f(vi,wj)ij=1.n) # 0
gilt, sind die Teilmengen B und C' Basen von V beziehungsweise W. Ist zusdtzlich f

nicht-ausgeartet, dann gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Wir definieren M := (f(vi, w;)i j=1.n). Da det(M) # 0 gilt, sind die Elemente
von C ungleich 0. Angenommen C sei keine Basis, dann gibt es ohne Einschréinkung

Ayeeoy Ap—1 aus K mit w, = Z?;ll Ajw;. Wegen der Bilinearitat von f erhalten wir
dquivalent
n—1
(f(0jswn)j=t,n) = D N (F (05, wi)j=1,..n) - (2.2)
i=1

Das heifdt, die Spalten der Matrix M sind linear abhéngig und damit deren Determinante
im Widerspruch zur Voraussetzung gleich Null. Analog kann man zeigen, dass die Zeilen
von M linear abhingig sind, wenn B keine Basis ist.

Sei f nicht-ausgeartet sowie C' und D Basen von V' beziehungsweise W. Angenommen
es gilt det(M ) = 0. Dass heifst, die Spalten von M sind linear abhéngig und es gilt ohne
Einschrinkung dquivalent zu (2.2)

n—1
> X (F(vj,wi)j=1,.m) = (f (05, wn)j=1,..m) = 0 € K™
i=1
Wir definieren w := )" | \jw; —wy, und erhalten f(vi,w) = -+ = f(vy, w) = 0 mit w #

0, da C eine Basis ist. Nach Voraussetzung ist f nicht-ausgeartet und B = {v1,...,v,}
eine Basis, also liegt ein Widerspruch vor. O
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Kriterium

Sei F' wieder ein globaler Funktionenkorper iiber F, mit ¢ = p*. Wir betrachten einen
zu p verschiedenen Primteiler [ der Klassenzahl hp, so dass der Einbettungsgrad von
F beziiglich [ eins ist. Wir wenden nun die Resultate des letzten Teilabschnittes auf
die speziellen Fj-Vektorrdume C%[l] und C%/IC% sowie die nicht-ausgeartete bilineare
Abbildung 7} an. Fiir ein Element [D] +1C% € C%/ICY% schreiben wir im Folgenden der
Einfachheit halber immer nur einen Reprisentanten [D] € C% hin. Wir meinen aber,
wenn es nicht explizit erwdhnt wird, stets die Klasse in C’% / lC’%.

Korollar und Definition 2.5. Sei F/F, ein Funktionenkorper und | ein Primteiler
von hrp mit ggT(q,l) = d(q,l) = 1. Bezeichne D := {[D1],...,[Dx]} eine Menge von
Divisorenklassen vom Grad 0 und E := {[E1],...,[Es]} eine Teilmenge von C%/1CY.

1. Ist s = k und gilt di(D, E) := det(T;([D;], [E}])i,j=1,..x) # 0, dann sind sowohl
die Elemente von D als auch von E linear unabhdngig.

2. Wenn D eine Menge linear unabhdingiger Elemente aus C% [l] ist und E ein Erzeu-

gendensystem von C%/IC%, dann ezistiert eine Teilmenge E von E mitd;(D, E) #
0.

Beweis. Nach Satz 2.2 ist die Tate-Lichtenbaum Paarung T; mit den Voraussetzungen
des Satzes wohldefiniert und eine auf C%[l] x C%/ICY. nicht-ausgeartete Fj-bilineare
Abbildung. Definiere Vi := Spann(D) und Wy := Spann(FE). Offensichtlich ist fj,. .
F;-bilinear. Wegen d;(D, E) # 0 folgt mit Satz 2.4 die erste Behauptung.

Nach Satz 2.3 gibt es ein Untervektorraum W von C%/IC%, so dass T eingeschrénkt
auf Spann(D) x W nicht-ausgeartet ist. Da Spann(E) = C%/ICY gilt, existieren linear
unabhiingige [E1],...,[E.] € E mit W = Spann({[E1], ..., [E.]}). Definieren wir E als
die Menge dieser Elemente, dann folgt die zweite Behauptung. O

Nun haben wir ein Kriterium zur Uberpriifung der linearen Unabhingigkeit von Ele-
menten aus C%[l]. Zuletzt folgt noch ein Korollar, welches grundlegend fiir den anschlie-
Kenden Algorithmus zur Berechnung dieser ist.

Korollar 2.6. Sei F' ein Funktionenkorper iber Fy und l ein Primteiler der Klassenzahl
von F mit ggT(q,l) = d(q,l) = 1. Bezeichne E ein Erzeugendensystem von C'%/1C%
und existiere ein Untervektorraum V von C’%[l] der Dimension k > 2. Weiter sei fiir 1 <
s < Kk die Menge Bs bestehend aus den linear unabhingigen Elementen [D1],. .., [Ds]
aus CU[l] zusammen mit der Menge D C C%[l] ein Erzeugendensystem von V. Gilt fiir
{[E1],...,[Es]} CE

dl({[Dl]v SRR) [DS]}v {[El]’ T [ES]}) # 0,
dann gibt es [Dsy1] € D und [Es1] € E mit der Eigenschaft

A({[D1); .. [Dasal} AIE .. [Bua]}) # 0.
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Beweis. Wegen k > s gibt es ein [Dgy1] € D, so dass {[D1], ..., [Ds+1]} linear unabhén-
gig sind. Nach Satz 2.3 existiert ein Untervektorraum W von C%/IC% der Dimension
s+ 1, so dass 1} eingeschriankt auf Spann({[Di],...,[Ds+1]}) x W nicht-ausgeartet
ist und {[E4],...,[Fs]} € W C Spann(FE). Nach Satz 2.5 sind [Ei],...,[Es] line-
ar unabhéngig. Das heift, W \ Spann({[E1],...,[Es]}) hat die Dimension 1. Da F
ein Erzeugendensystem von C%/ICY ist, existiert [Fsy1] € E mit Spann([Est1]) =
W\ Spann({[E1], ..., [Es]}). Nach Satz 2.4 folgt dann die Behauptung.

O

2.1.2 Der Algorithmus

Wir betrachten den Funktionenkdrper F'/F, und den Primteiler [ der Klassenzahl von
F mit ggT(q,l) = d(g,l) = 1. Sei n := dimp, (C%[l]) = dimg, (C%/IC%) und D :=
{[D1]...,[Dn,]} eine Teilmenge von C%[l] sowie E := {[E1],...,[En,]} ein Erzeugen-
densystem von C%/ICY%. Weiter sei Bs := [D;,], ..., [Di.] € C%[l] eine Menge aus linear
unabhéngigen Elementen. Wir definieren V' := Spann(D U By) und & := dimg,(V), da-
bei gilt s < kK < n. Wir wollen nun einen Algorithmus beschreiben, der aus D mit Hilfe
von By eine Basis von V bestimmt.

Fiir s = kK ist nichts zu berechnen, also betrachten wir s < k. Ist s = 0 oder kK = 1,
dann wéhlen wir ein Element [D;,] aus D ungleich Null und definieren s := 1 so-
wie By = {[D;]} (fir s = & = 1 sind wir fertig). Nach Korollar 2.5.2. gibt es
Bs :={[Ei,],...,[Ei,]} € E mit

dy(Bs, By) # 0.

Weil s < & ist, existiert ein [D; ] € D, so dass {[D;,],...,[D;,,,]} linear unabhéngig
sind. Wegen Korollar 2.6 gibt es dazu [E;,,,] € E'\ By mit

di(Bsy1, Bst1) # 0,

wobei Bey1 i= {[Di,], .-, [Di.\]} und By == {[Ei],-..,[Ei. ]} ist. Wir setzen s
gleich s + 1. Ist s < k wiederholen wir den letzten Schritt. Nach insgesamt x — s
Schritten haben wir By, := {[Ds,], ..., [Di.]} und B, := {[E4],. .., [Ei.|} mit

di(Dy, E,) # 0.

Nach Korollar 2.5.1. ist By eine Basis von V und die Elemente aus B, sind linear un-
abhingig.

Sei V ein Untervektorraum von C%[l]. Der Algorithmus bekommt als Eingabe die Men-
gen E = {[E1],...,[En, ]} und B :={[B1],...,[Bs]} aus C%[l], wobei die Elemente aus
B linear unabhéngig sind und V = Spann(B U E) gilt. Des Weiteren bendotigt der Al-
gorithmus die beiden Teilmengen B := {[Bi],...,[Bs]} und E := {[E4],..., [Eml} von
C%/1CY.. Dabei sind die Elemente der ersten Menge linear unabhéingig mit d;(B, B) # 0
und Spann(B U E) = C%/1CY%. Die Mengen B und B kénnen auch leer sein.
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Algorithmus 1 : Berechnung linear unabhiingiger Elemente in C%[l] mit [ # p

Eingabe: Teilmengen B, E C C%[l] und B.E C C%/1CY%, wie eben beschrieben, und
k € N eine obere Schranke von dimp, (V).

Ausgabe: Basis von V und dimg, (V) linear unabhiingige Elemente aus C%/IC%, so
dass T; eingeschrankt auf das Kreuzprodukt derer Erzeugnisse nicht-ausgeartet ist.

1: for [Ez] € F do

2 if #B = k then

3 return B, B

4: end if

5. B+« BU{[E]}

6: for [Ej] € E do

7 B — BU{[E;]}

8 if d)(B, B) # 0 then

9 E — E\ {[E;]} und gehe zu 1 mit dem néchsten ¢

10: elsg B ~
11: B — B\ {[E;]}
12: end if

13: end for

14: B« B\ {[Ei]}
15: end for

16: return B, B

Satz 2.7. Sei F//F, ein Funktionenkérper vom Geschlecht g und l ein zu q teilerfremder
Primteiler der Klassenzahl von F' mit d(q,1) = 1. Fiir Erzeugendensysteme BUE eines
Untervektorraumes V von C%[l] und BUE von C%/1CY%, wie zuletzt definiert, berechnet
Algorithmus 1 eine Basis von V. Die Komplezitit des Algorithmus ist gleich

9D (log(q)) Y OH#EHE).

Beweis. Da sowohl #FE als auch #E endlich sind, terminiert der Algorithmus nach
endlich vielen Schritten. Aus den Uberlegungen zuvor folgt unmittelbar die Korrektheit
von Algorithmus 1. N

Nach (1.1) gilt dimp,(C%[l]) < 2g. Um d;(B, B) zu bestimmen, miissen wir maxi-
mal (2g)?-mal die Tate-Lichtenbaum Paarung auswerten und die Determinante einer
2g x 2g-Matrix iiber F; berechnen. Seien [D] und [E] Elemente aus C%[l] beziehungs-
weise C%/1CY%. Mittels [Fra07, Algorithmus 3.3.] kénnen wir € F* berechnen, so
dass die Divisoren D + (z) und E koprim sind. Mit [Hes02, Algorithmus 8.5.] erhal-
ten wir eine reduzierte Darstellung von [(D + (z)) und damit ein Element a € F*
mit der Eigenschaft [(D + (z)) = (a). Nun kénnen wir die Tate-Lichtenbaum Paarung
durch T)(D + (z), E) := a(E) = ] pesupp() NFp/F, (a(P))vr(E) ¢ Fx/(Fx)! berechnen.
Hierbei ist N, /r, (a(P)) gleich der Determinante des Fy-Vektorraumendomorphismus,
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welcher der Multiplikation mit a(P) entspricht. Fiir o := T;(D+(x), E') miissen wir noch
¢(a) berechnen, wobei ¢ einen Isomorphismus zwischen F / (qu)l und F; bezeichnet.
Wir realisieren ¢ auf die folgende Weise: Sei z ein Erzeuger der zyklischen Gruppe F
und v = q;ll. Wir definieren 2 := 27 und betrachten ¢(a) := logz(a), wobei log,(b)
den diskreten Logarithmus von b zur Basis a bezeichnet (Informationen dazu finden sich
in [Buc03]). Eigentlich bildet ¢ in die Menge {0,...,l — 1} ab. Wir fassen diese Menge
als ein Vertretersystem von [F; auf.

In [Fra07, Algorithmus 3.3.] miissen Riemann-Roch-Réume von Divisoren D berechnet
werden, fiir die h(D) = O(g) angenommen werden kann. Nach [Hes02, Remark 8.9.] ist
die Komplexitét dafiir, wenn wir einen Divisor A vom Grad 1 wéhlen, logarithmisch
in h(D), linear in # supp(D) und polynomiell in g und 3, wobei 5 das Maximum der
in supp(D) enthaltenen Stellen bezeichnet. Da die Komplexitidt zur Berechnung der
Riemann-Roch-Raume die von [Fra07, Algorithmus 3.3.] dominiert, kénnen wir teiler-
fremde D und E mit der eben beschriebenen Komplexitét berechnen. Nach [Hes02, Re-
mark 8.6] ist der Aufwand zur Berechnung von a ebenfalls wie eben. Zur Auswertung von
a in E miissen wir Ganzheitsbasen von Dedekindringen (eine Definition kann in [Neu92,
S.19] nachgelesen werden) und Normen beziehungsweise Determinanten in den Restklas-
senringen berechnen. Der Aufwand dafiir ist polynomiell in g und log(q). Zur Berech-
nung von ¢(«) miissen wir einen diskreten Logarithmus in der von Z erzeugten Gruppe
mit [ Elementen bestimmen. Benutzen wir den Pohling-Hellman-Algorithmus, dann ist
nach [Buc03, Theorem 11.5.4.] die Komplexitit dafiir gleich O(log(l)), da [ eine Prim-
zahl bezeichnet. Nach Satz 1.18 ist [ < hg < (/g + 1)%, also O(log(l)) = O(glog(q)).
Letztendlich ist die Komplexitit um 7;(D, E) als Element in F; zu berechnen wegen
der Generalvoraussetzung aus Teilabschnitt 1.5.2 beziiglich der Darstellung der Re-
prisentanten von Elementen von C%, polynomiell in g und log(q). Die Determinante
einer 2¢g x 2g-Matrix iiber [F; kénnen wir mit einem in g polynomiellen Aufwand bestim-
men. Damit ist der Aufwand um d;(B, B) zu berechnen gleich g©® log(q)°™. Maximal
#E# E mal muss d; berechnet werden. Also ist die Gesamtkomplexitit von Algorithmus
1 gleich g°M(log(q))°VO(#EH#E). O

Bemerkung 2.8. In Algorithmus 1 berechnen wir in jeder Schleife

dl({[Bl]v R [38]7 [EZ ] SRR [Eza]}v{[él]v SRR [ESL [Eil]ﬂ R [EZ ]})

Also bestimmen wir die Determinante einer Matriz M, der Form

Tn([B1],[B1]) - Tw([Bil,[Bs)) Twm([Bi),[En]) -+ Tw((Bil,[E:])
Tu(B (Br) - TwlBLIBY) Tu(BLE]) -~ Tu(BLIE)
Tm([Ei1]7 [Bl]) Tm([E“}, [BS]) Tm([E'Ll]7 [E'll]) Tm([Eil]v [Ei ])
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Um im darauffolgenden Durchlauf die Determinante einer Matriz M, 11 zu berechnen,
gentigt es, My um die Spalte

(Tm([Bl]’ [Eia+1D7 s 7Tm([B8]ﬂ [Eia+1])’Tm([Ei1]ﬂ [Eia+1D7 SRR Tm([Eia+1]ﬂ [Eia+1]))T

und die Zeile

(Tm([Eia+1]7 [El])a s >Tm([Eia+1]> [BSD>Tm([Eia+1]> [Eil])> s 7Tm([Eia+1]> [Eia+1]))

zu erweitern. Das heifit, die Anzahl der Auswertungen der Tate-Lichtenbaum Paarung
1st in jeder Schleife von Algorithmus 1 Kleiner gleich 4g — 1. Damit kénnen wir Algo-
rithmus 1 beschleunigen.

2.1.3 Der Einbettungsgrad von F' beziiglich m ist ungleich 1

Die Tate-Lichtenbaum Paarung ist nur dann auf C%[l] x C%/IC% definiert, wenn I|hp
und ggT(q,l) = d(g,1) = 1 gilt. Wir betrachten nun den Fall d(q,1) # 1 ist. Bezeichne
dabei | wieder einen zu ¢ teilerfremden Primteiler der Klassenzahl von F'.

Sei I’ eine Konstantenkdrpererweiterung von F vom Grad d(g,[) und bezeichne C%, die
Klassengruppe von F’, dann kann C% als eine Untergruppe von C%, aufgefafit werden.
Also kénnen wir C%[l] und C%/IC% als Untervektorriume von C9%,[l] beziehungsweise
CY,/1CY, interpretieren. Die Repriisentanten einer Divisorenklasse vom Grad 0 von F
sind formale Linearkombinationen von Stellen von F/F,. Betrachten wir eine Représen-
tation des Funktionenkorpers wie in Teilabschnitt 1.5.2, dann kénnen wir die Erzeuger
dieser Stellen durch Quotienten von Polynomen aus Fy[z|[y] darstellen. Durch das Ein-
betten der Polynome aus Fy[z][y] in F . [2][y] sind wir in der Lage die Divisoren vom
Grad 0 aus C% in C%, einzubetten. Oder anders ausgedriickt, erhalten wir dariiber F;-
lineare Einbettungen von C%[l] und C%/IC% nach CY%,[l] beziehungsweise C%, /ICY, .

Zunichst wollen wir eine obere Schranke fiir den Einbettungsgrad d(q,) bestimmen.
Lemma 2.9. Seien q,1 € Z>° mit ggT(q,1) = 1, dann teilt |

¢ — 1.
Dabei bezeichnet ¢ die Eulersche @-Funktion.

Beweis. Es gilt #(Z/1Z)* = ¢(1). Das heifit, fir a € (Z/12)* ist a*® = 1 mod I. Wegen
geT(q,1) = 1 ist ¢ # 0 mod ! und damit ¢*®) = 1 mod L. O

Satz 2.10. Sei F/F, ein Funktionenkérper und | ein zu q koprimer Teiler der Klas-
senzahl von F. Dann ist der Einbettungsgrad d(q,l) von F beziiglich | kleiner gleich

e(l).
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Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Lemma 2.9. O

Bemerkung 2.11.

(i) Mittels d(q,1) := min{l | (¢/ — 1) | 1 < j < (1)} kann man den Einbettungsgrad
eines Funktionenkérpers F/F, beziglich eines Teilers | der Klassenzahl von F
definieren und auch einfach berechnen.

(11) Fir einen Primteiler | der Klassenzahl gilt d(q,l) <1 — 1. Folglich ist der Einbet-
tungsgrad eines Funktionenkiorpers F/Fy beziglich | = 2 immer gleich 1.

Sei fiir einen Primteiler [ # p der Klassenzahl V ein Untervektorraum von C%[l]
und F’ eine Konstantenkdrpererweiterung von F/F, vom Grad d(q,!). Statt des Fj-
Untervektorraumes V' betrachten wir den Untervektorraum V' von C%,[I], der entsteht,
indem wir V in C%,[l] einbetten, etwa iiber die Einbettung 1. Haben wir ein Erzeugen-
densytem E von V, so ist E' := ¢ (FE) eines von V’. Offensichtlich haben V und V' die
gleiche Dimension. Um mittels Algorithmus 1 eine Basis B von V' zu bestimmen, be-
rechnen wir eine Basis B’ aus E’ von V. Dann ist B := 1~!(B’) eine Basis von V. Zur
Berechnung von B’ bendtigen wir fiir Algorithmus 1 noch ein Erzeugendensystem von
CY%,/1CY,. Angemerkt sei hier noch, dass im Allgemeinen die Dimension von C%/ICY,
kleiner gleich der von C%,/ICY, ist. Dennoch sind beide Dimensionen durch 2¢g nach
oben beschrinkt.

Wir kénnen also mittels Algorithmus 1 Basen von Untervektorriumen von C%[l] be-
rechnen auch wenn d(q,1) > 1 ist, indem wir die Berechnung nach C%,[l] verlagern. In
diesem Sinne ist auch der folgende Satz zu verstehen.

Satz 2.12. Sei F'/F, ein Funktionenkirper vom Geschlecht g und l ein Primteiler der
Klassenzahl von F mit d(q,1) > geT(q,l) = 1. Es bezeichne F' eine Konstantenkir-
pererweiterung von F' vom Grad d(q,1). Fiir Erzeugendensysteme B'UFE' eines Unter-
vektorraumes V' von C%[l] und B' U E' von C%,/1C%,, analog zu Satz 2.7, berechnet
Algorithmus 1 eine Basis B’ von V'. Die Komplexitit dafiir ist gleich

gW1CW 10g(q) P VOHE'#E').

Beweis. Die Korrektheit folgt aus den Bemerkungen zuvor. Da wir alle Rechnungen
iiber ]qu(q,l) anstatt iiber Iy, durchfiihren und nach Satz 2.7 die Anzahl der Elemente
des Konstantenkorpers logarithmisch in die Komplexitdt von Algorithmus 1 eingeht,
ergibt sich, wegen d(g,1) < ¢(I) =1 — 1, die beschriebene Komplexitét. O

2.2 Der Falll=p

Sind ! und ¢ nicht koprim, dann ist die Tate-Lichtenbaum Paarung nicht definiert und
das eben beschriebene Verfahren zur Bestimmung von linear unabhéngigen Elementen
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der [-Torsionsgruppe der Klassengruppe nicht anwendbar. Wir erkldren nun ein alter-
natives Verfahren zur Bestimmung von linear unabhiingigen Elementen aus C%[p]. Fiir
detaillierte Informationen verweisen wir auf [Hes99, Abschnitt 3.4].
Nach [Hes99, S.49] ist C%[p] = QO(F/F,) N Q'°8(F/F,), wobei

@ : O%[p] — Q°F/F,) N Q°8(F/F,) mit pD = (a) — (1/a)da

den [F,-Vektorraumisomorphismus bezeichnet. Sei z ein seperierendes Element von F/F,,.
Nach [Lan73, S.311] kénnen wir jedes ydax € Q(F/F,) schreiben als

ydaj — (yg —|— yll)x _|_ . + yg_ll‘p_l)dm
mit Yo, ..., Yp—1 € F.

Definition 2.13. Sei F/F, ein Funktionenkorper mit ¢ = pF und x ein seperierendes
Element von F/F,, dann heifit die Abbildung

C:QF/F;) — Q(F/F,) mit C(ydz) = yp—1dx
der Cartier-Operator von F/F,.

Satz 2.14. Es sei I’ ein Funktionenkorper diber dem endlichen Kdérper Fy mit ¢ = "
Elementen, dann gilt:

(i) Der Cartier-Operator von F/F, ist Fp-linear und

(1) Kern((1 = C)jao(r/r,)) = QO (F/Fq) N Q8(F/F,).
Beweis. Erklarungen und Verweise auf Beweise sind in [Hes99, S.49-50] zu finden. [

Nach dem letzten Satz kénnen wir mit den Mitteln der linearen Algebra eine Basis des
F,-Vektorraumes QY(F/F,) NQ°8(F/F,) berechnen. Haben wir eine solche Basis B von
QY(F/F,) N Q8(F/F,), dann ist die Vorgehensweise die Folgende:

Zunichst miissen wir die Bilder der Divisorenklassen [D1], ..., [Ds] aus C%[p] unter ®
bestimmen. Anschlieffend koénnen wir dariiber die Koordinatenvektoren vy, ...,vs der
Divisorenklassen [D1],...,[D] in ) mit n := #B berechnen und diese einfach auf
lineare Unabhéngigkeit untersuchen.

Der folgende Algorithmus realisiert das zuletzt beschriebene Verfahren.
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Algorithmus 2 : Berechnung linear unabhingiger Elemente in C’% [p]

Eingabe: E Erzeugendensystem eines Untervektorraumes V von C%[p], B Basis eines
Untervektorraumes von V oder die leere Menge, B Basis von Q°(F/F,)NQ°8(F/F,)
und « € Z>° eine obere Schranke von dimg, (V).

Ausgabe: Basis von V.

1: J #E

2: if 5 > 0 then
33 M — (vi,...,v5), v € IF# B Koordinatenvektoren der Elemente aus B sind
4: else
5: M — ()

6: end if

7. for [D] € E do

8: if j = k then

9 return B

10:  end if

11:  Berechne a € F* mit pD = (a)

12:  Berechne Koordinatenvektor v € Ff B von (1/a)da bzgl. B
13:  if Rang(M,v) > j then

14: M — (M,v), j—j+1, B+~ BU{[D|}
15:  end if
16: end for

17: return B

Satz 2.15. Sei I' ein Funktionenkorper diber dem endlichen Korper F,. Weiter sei
B eine Basis von QU(F/F,) N Q8(F/F,) und E ein Erzeugendensystem eines Fp-
Untervektorraumes V. von C%[p] sowie B eine Basis eines Fp-Untervektorraumes von
V. Dann berechnet Algorithmus 2 eine Basis von V. Dessen Komplexitdt ist gleich

(log(q))° Mg MO (#E).

Beweis. Die Korrektheit des Algorithmus resultiert aus den Bemerkungen zuvor. Das
er terminiert, ist offensichtlich. Mit den Annahmen fiir die Reprisentanten D der Di-
visorenklassen vom Grad 0 in dieser Arbeit, konnen wir, wie im Beweis von Satz 2.7
beschrieben, pD = (a) mit einem in g polynomiellen Aufwand berechnen. Die Anzahl
der Rechenoperationen, um den Koordinatenvektor von (1/a)da beziiglich B zu bestim-
men, ist polynomiell in g und log(q).

Die Matrix M hat wegen dimp, (CR[p]) < g maximal g viele Zeilen und Spalten. Der
Aufwand, um den Rang der Matrix zu bestimmen, ist nach [vzGG03, S.705] gleich O(¢3),
wobei ¢ das Maximum der Anzahl der Zeilen und Spalten von M bezeichnet. Folglich
ist der Aufwand zur Berechnung des Ranges von M polynomiell in g. Zusammenfassend
ist also die Komplexitit von Algorithmus 2 gleich (log(g))®Mg®MO(#E). O



26

2.2 Der Falll =p




Kapitel 3

Berechnung der
Divisorenklassengruppe

Sei I’ ein Funktionenkérper vom Geschlecht g iiber F; mit ¢ = p* und bezeichne p
eine Primzahl sowie k eine positive ganze Zahl. In diesem Kapitel beschreiben wir zu-
erst einen probabilistischen Algorithmus und anschlieffend einen nicht-probabilistischen
zur Berechnung der Divisorenklassengruppe Cr von F. Nach [Hes99, S.3] gilt Cp =
C% @ ([D]), wobei [D] ein beliebiger Divisor vom Grad 1 ist. Die Existenz eines solchen
Divisors wird durch [Sti93, S.164] garantiert. Haben wir einen Divisor vom Grad 1, dann
geniigt es also die Struktur der Klassengruppe C% von F zu berechnen. Damit meinen
wir die Gruppeninvarianten ci, ..., ¢, € Z>° mit

COU=(Z)e\Z) @ - ® (L))

und den Divisoren Dy,..., D, vom Grad 0, so dass {[Di],...,[Dy]} ein minimales
Erzeugendensystem der Gruppe C% ist. Wir nehmen fiir den Rest der Arbeit an, dass
die Klassenzahl hp von F bekannt ist, das heift, wir kennen die Ordnung von C%. Bevor
wir einen groben Uberblick der Idee der Algorithmen geben, betrachten wir zuniichst
die zu diesem Thema relevanten Verfahren.

3.1 Bestehende Algorithmen

1. [BS05, Algorithm 2]
2. [Tes98, Algorithm 2.1]
3. |Hes99, Algorithmus 5.5]

Ausgehend von einem Erzeugendensytem S einer beliebigen abelschen Gruppe G, des-
sen Gruppenoperationen bekannt sind, berechnet sowohl [BS05, Algorithm 2| als auch

27
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[Tes98, Algorithm 2.1| die Struktur von G im zuvor beschriebenen Sinn. Fiir [Tes98,
Algorithm 2.1] benétigen wir zusétzlich eine Funktion f: G — {1,...,20} mit

20 #G
S |[#ae Gl i@ =i} - T | = 0(V#G), (3.1)
=1

welche effizient berechenbar ist. Diese Forderung ist heuristischer Natur. Wir stellen
kurz eine praktische Realisierung einer solchen Funktion f im Fall G = C% vor:
Withlen wir einen Divisor A vom Grad 1, dann kénnen wir jede Divisorenklasse aus C%
eindeutig durch D — deg(D)A reprisentieren, wobei D einen Divisor minimalen Grads
von F' mit D > 0 bezeichnet. Indem wir dem Bitstring der eindeutig dargestellten Di-
visorenklasse mittels einer Hashfunktion (zum Beispiel SHA-1, zu finden in [Buc03,
S.197]) eine ganze Zahl modulo 20 zuweisen, erhalten wir eine Abbildungsvorschrift, die
heuristisch der Bedingung (3.1) geniigt. Fiir detailliertere Informationen zur Realisie-
rung und zum Zweck einer solchen Funktion f verweisen wir auf [Tes98, S. 1643].

Mit [Hes99, Algorithmus 5.5] wird ausschlieflich die Struktur der Divisorenklassengrup-
pe beziehungsweise der Klassengruppe von globalen Funktionenkdrpern berechnet. Als
Eingabe benotigt er aber kein Erzeugendensystem der Klassengruppe.

Im Anschluss beschreiben wir Verfahren, welche mit Hilfe der Tate-Lichtenbaum Paa-
rung die Struktur der Klassengruppe eines globalen Funktionenkorpers berechnen. Wir
wollen im Abschnitt 3.8 und Kapitel 4 die Algorithmen [BS05, Algorithm 2|, [Tes98,
Algorithm 2.1] und [Hes99, Algorithmus 5.5] mit den neuentwickelten vergleichen. Dazu
listen wir die Komplexitit der schon bekannten Algorithmen auf. Nach Bemerkung 1.30
ist die Komplexitéit sowohl fiir den Vergleich zweier Elemente aus C'% als auch deren
Addition sowie das Multiplizieren von Divisorenklassen vom Grad 0 mit ganzen Zahlen
polynomiell in g und log(g). Das heifit, wir kénnen die Gruppenoperationen in C% mit
einem in g und log(q) polynomiellen Aufwand ausfiihren. Da nach Satz 1.18 die Klassen-
zahl hp = #0% = O(¢9) ist, ergeben sich die folgenden Komplexititen der Algorithmen
zur Berechnung der Klassengruppe eines Funktionenkérpers F'//F, vom Geschlecht g:

1. Nach [BS05, Theorem 1.1] ist die Komplexitat von [BS05, Algorithm 2| gleich

O#5(4/3)7). 32)
Die Anzahl der zu speichernden Elemente aus C%. entspricht O(#S(,/q)9).

2. Nach [Tes98, Theorem 1.1] ist die erwartete Komplexitiat von Algorithmus [Tes98,
Algorithm 2.1] ebenfalls gleich

O#5(Va)?)- (3.3)

Die Anzahl der zu speichernden Elemente aus C% entspricht O(#S5).
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3. Nach [Hes99, Satz 5.23] ist die erwartete Komplexitat von Algorithmus [Hes99,
Algorithmus 5.5] gleich

exp (gTogtgy) VOO (3.4

Die Anzahl der zu speichernden Elemente aus C’% entspricht O (gqlogq(9)>.

Die jeweiligen Annahmen, die zu den erwarteten Komplexititen von [Tes98, Algorithm
2.1] und [Hes99, Algorithmus 5.5] fithren, konnen in [Tes98, s.1650-1656] beziehungsweise
[Hes99, S.72] nachgelesen werden.

3.2 Idee der Algorithmen

Jede endliche abelsche Gruppe ist die direkte Summe ihrer [-Sylow-Gruppen. Beschreibe
C%(1) die I-Sylow-Gruppe der Klassengruppe von F fiir einen Primteiler | der Klassen-
zahl hp. Ist hp =[] I{* die Primfaktorzerlegung der Klassenzahl, dann gilt also

CoL=C%1) @@ CU1,).

Im Folgenden beschreiben wir die Grundidee der Algorithmen zur Berechnung der Struk-
tur einer [-Sylow-Gruppen von C’%. Kennen wir die Struktur jeder I-Sylow-Gruppe der
Klassengruppe, dann kénnen wir durch die letzte Uberlegung daraus auf die Struktur
der gesamten Klassengruppe schliefsen und damit, wie Eingangs erwahnt, auf die der
Divisorenklassengruppe von F'.

Teile I* mit s > 1 die Klassenzahl exakt, das heifst I | hp und [st1 t hp. Nach dem
Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen gilt

z

o) = Pz/rz)
i=1
mit 0 < §; fiir i = 1,...,2. Wegen #C%(1) = I* gilt [[7_, "% = I* beziehungsweise
>oi_,16; = s. Unser Interesse ist es, die Werte d; fiir ¢ = 1,..., 2 zu berechnen, denn

daraus erhalten wir die Gruppeninvarianten von C'%(1). Zunichst noch folgende Defini-
tionen und Uberlegungen.

Wie wir in Abschnitt 1.1 beschrieben haben, kénnen wir C%[m] als Z/mZ-Modul auf-
fassen. In diesem Fall ist m = [ eine Primzahl, damit F; := Z/IZ ein Kérper und C%[l]
ein F;-Vektorraum. Es gilt

z

Chlll = Pz /1z)* =¥y,

=1
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wobei n := dimg, (C2[1]) = 37, §; < 2g ist. Wir definieren die Menge
U; := {1"=V[D] | [D] € C%(1) mit Ord([D]) = '} U{[0]} fiir i € {1,...,2}.  (3.5)

und U, := {}. Offensichtlich kénnen wir die Mengen U; als F;-Untervektorrdume von
C%[1] auffassen. Sie erfiillen

Ui = P z/1z)% =F})
j=i

mit n; = dimg,(U;) = >77_;d;. Die Fj-Untervektorrdume U; mit ¢ € {1,...,2} von
C’%[l} bilden eine Inklusionskette. Es gilt U, C U,y C --- C Uy = C’%[l}. Setzen wir
n,41 gleich Null, dann erhalten wir

dlmFl(UZ \ Ui+1) =MN; —Nj+1 = Z 5j - Z (Sj = (51 (36)
J=1 j=i+1

fiir alle ¢. Folglich brauchen wir nur die Dimensionen n; der Untervektorrdume U; be-
stimmen und bekommen dariiber fiir ¢ den Wert J;, also die Gruppeninvarianten von
C%(1).

Nun kénnen wir die Idee der in diesem Kapitel beschriebenen Algorithmen vorstellen.
Zuerst berechnen wir den Wert 2z, das Maximum von {log;(Ord([D])) | [D] € C%(1)}.
Ist z bekannt, dann ermitteln wir fiir jedes ¢ den Wert d; sowie ein minimales Erzeu-
gendensystem von C'%(1) auf die folgende Weise:

Wir bestimmen fiir ¢ € {1,..., z}, beginnend mit ¢ = z, eine Teilmenge {[D;,],...,[D;,,]}
von Elementen aus C%(1) der Ordnung [’, so dass die Menge

E; = {I""Y[Dy,],...,1" Y [D;, ]} € CY[1]

ein Erzeugendensystem des F;-Untervektorraumes U; \ U4 ist. Mittels Algorithmus 1
und Algorithmus 2 aus Kapitel 2 bestimmen wir eine Basis B; dieses Untervektorraumes
der Form B; := {I*"Y[D;,],... ,l“l[Di&i}}. Spétestens nach z Schritten entsteht wegen

der Inklusionskette der Vektorriume U; eine Basis B; von C%[l] der Form
By:=B,U---UB; ={I""'D;] |i€{l,...,2} und j; € {1,...,5;}}.

Da die Elemente [D;,] fiir i € {1,...,2} und j; € {1,...,8;} die Ordnung [’ haben,
bildet

Bi:={[Dj]|ie{l,....2z}und j; € {1,...,0:}} (3.7)
ein minimales Erzeugendensystem der Gruppe C%(1).

Seien [; und ly verschiedene Primteiler der Klassenzahl. Fiir ¢ € {1,2} bezeichne
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B, :={[Di,],-., [D;,,]} ein minimales Erzeugendensystem von C(l;), dessen Elemen-
te beziiglich ihrer Ordnung aufsteigend sortiert sind. Ist ohne Einschréankung x; > ko,
dann definieren wir

By, + By, :=={[D1,],..., [Dlnl—ﬁ2]7 [Dlmlfngrl + Dy, [Dlnl + D2n2]}‘ (3.8)

Fiir k1 = k2 setzen wir By, + By, gleich {[Dy, + Dy,] | i € {1,...,x1}}. Damit ist
By, + B, ein minimales Erzeugendensystem von C%(l1) & C%(I2).

Bemerkung 3.1. Haben wir fiir jeden Primteiler l; der Klassenzahl hp ein minimales
Erzeugendensystem By, von C%(1;), wie in (3.7), dann ist gemdfy der in (3.8) definierten
Addition

2B
i

ein minimales Erzeugendensystem der Klassengruppe.

3.3 Dimensionsschranken der Untervektorraume U;

Fiir einen Primteiler [ der Klassenzahl hr des globalen Funktionenkérpers F' vom Ge-
schlecht g betrachten wir die I-Sylow-Gruppe C%(1) = @7_,(Z/1'Z)% der Klassengrup-
pe C%. Sei #C%(1) gleich I und s > 1. Wir wollen eine obere Schranke der Dimension
n; = 35 ;0; der in (3.5) definierten F;-Untervektorrdume U; von C%[1] bestimmen.
Diese sind fiir spatere Betrachtungen von groler Bedeutung. Wir setzen 9,41 := 0 und
definieren s; := s —3%_, ., jo; fiir i € {1,..., z} sowie a; durch die eindeutige Darstel-
lung von

z
S; =8 — Z j(Sj:iOéi—l-ﬁi mit 3; < 4.
j=i+1

Satz 3.2. Firie {1,...,z} gilt §; < o.

Beweis. Wegen der Isomorphie von C%(1) und D, (Z/1'7)% bedeutet die Gleichung
i =8— i_iy170; = > 5_y j0j = ic; + fB; mit B; < i, dass in @;ZI(Z/ljZ)éj maximal
(Z/I'Z)* enthalten ist. Folglich muss &; < a; gelten. O

Nach (3.6) ist n; —n;11 = d; fur i € {1,..., 2} oder dquivalent n; = n;41 + ¢;. Da wir
n; von ¢ = z beginnend bis ¢ = 1 berechnen werden, kennen wir im ¢-ten Schritt n;41.
Mit dem letzten Satz erhalten wir

Nit1 <1y <1 + oy

s (3.9)
— nip1 <n; <ngpq+ [TZJ
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Zusétzlich bendtigen wir noch eine adidquate obere Schranke der Dimension der Vektor-
riume C%[I]\ U1 fiir i € {1,...,z}. Nach (1.1) gilt n := dimg, (C2[l]) = > =105 < 2g.
Fiir ¢ < z erhalten wir

i+1

dimp, (C%[] \ Uiy1) =n — njy1 = Za —Za _Za

Lemma 3.3. Firic {1,...,z} und 6; > 1 gilt

z

sifian Z (Sj*l.

j=i+1

Beweis. Sei i € {1,...,z} und 0,41 := 0. Wir fithren den Beweis durch Widerspruch
und nehmen an, dass s; —i <n — ZJZZZ 4105 — 1 gilt. Aquivalent erhalten wir

s — ZZ: j5j—i<n— ZZ: 5]‘—1
j—z’+1 j=i+1
= joj— Z 0 —z<25 - > 51
7=1 J=i+1 J=i+1
— Zjéj—i<25j—1
j=1 j=1
i—1
— Z]d +i(0 <Z(5 +6;—1
J=1

Nach Voraussetzung war aber §; — 1 > 0 und damit ist die letzte Ungleichung wider-
spriichlich. O

Korollar 3.4. Firi € {1,...,z— 1} ist Y5, 0; < s; —i + 1. Im Fall i = z gilt
n < min{2g,s — z + 1}.

z
Beweis. Sei ¢ € {1,...,z —1}. Nach Lemma 3.3 ist s, —¢ > n— ) J; — 1 oder
j=i+1
dquivalent

si—i+1>n— Z 5 _25 Z 5 _Za

Jj=i+1 Jj=i+1

Wegen s, = s und n < 2g folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 3.5. Fiir den Fall | = p ist n := dimg,(C%[p]) = > =10 < g. Wir
definieren s; wie zuvor. Damit bletben die eben beschriebenen Schranken fir n; mit
i €{1,...,2} auch firl = p korrekt. Wenn B eine Basis von Q°(F/F,) N Q(F/F,) ist,
dann folgt mit den Uberlegungen aus Abschnitt 2.2, dass n und #B tibereinstimmen.
Damit kénnen wir fir jedesi € {1,..., 2} die Dimension dimg, (Cy[p]\Uiy1) = > j=19;
durch B — Y %_; 1 0; ewvakt bestimmen.

3.4 Probabilistischer Algorithmus

In diesem Abschnitt beschreiben wir einen probabilistischen und randomisierten Al-
gorithmus zur Berechnung der Klassengruppe eines Funktionenkérpers F/F, vom Ge-
schlecht g mit ¢ = p*. Wie immer bezeichne dabei p eine Primzahl und k eine positive
ganze Zahl. Fiir einen Primteiler [ der Klassenzahl hp von F sei C%(l) isomorph zu
D7, (Z/I'7)% sowie U; := {I~V[D] | [D] € C%(I) und Ord([D]) = I'} U {[0]} bezie-
hungsweise U,41 := {}. Zur Beschreibung geben wir folgende Unterteilung vor, dabei
hiangen alle Betrachtungen von einer Wahrscheinlichkeit € € (0, 1) ab:

1. Berechnung des Maximums der Menge {log;(Ord([D])) | [D] € C%(1)}.

2. Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen zur Bestimmung von Erzeugenden-
systemen der Untervektorraume U; \ U;4q fir i € {1,..., z}.

3. Berechnung von Basen der Untervektorrdume U; \ Uy fiir i € {1,...,z}.
4. Berechnung von C%(1).

5. Berechnung von C% als Zusammenfassung der vorhergehenden Resultate.

3.4.1 Maximale Ordnung in C%(l)

Wir suchen ein Element [D] in C%(l), dessen Ordnung maximal ist. Haben wir ein
solches Element gefunden, dann ist z = log;(Ord([D])). Sei € € (0,1) und [D1],...,[Dg]
zufillig gewithlte Divisorenklassen vom Grad 0 aus C%(1) sowie Sy, := {[D1],..., [Dy]}-
Nach [ER65, Theorem 2| erzeugt Sy, fiir

k > log(#C%(1)) + 21og(1/(1 — €)) + log(log(#C(1))) + 5 =: B(#Cy(1),€)

die abelsche Gruppe C% (1) mit Wahrscheinlichkeit grofer gleich e. Ist S ein Erzeugen-
densystem einer endlichen abelschen Gruppe G, dann beinhaltet es auch ein Flement
maximaler Ordnung in G. Das heifit, wihlen wir k als [B(#C%(1),€)], dann beinhaltet
Sk ein Element maximaler Ordnung in C%(1) mit Wahrscheinlichkeit > . Offensichtlich
ist O(B(#C%(1),¢)) = O(log(#C%(1)) 4+ log(1/(1 —¢€)). Da #C%(l) < hp ist und nach
Satz 1.18 die Klassenzahl durch (y/g + 1)?9 beschriinkt wird, gilt insgesamt

[B(#Ch(1),€)] = O (glog(q) + (log(1/(1 —¢)))) - (3.10)
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Nun kénnen wir einen Algorithmus beschreiben, der fiir C%(1) 2 @7_, (Z/I'Z)% proba-
bilistisch den Wert z berechnet.

Algorithmus 3 : Maximale Ordnung in C%(1)

Eingabe: Klassengruppe C%, Primzahl [ und s € ZZ! mit hr = [*c und ggT(l,c) = 1
sowie € € (0,1).

Ausgabe: z € Z7° Maximum der Menge {log;(Ord([D])) | [D] € C%(1)} mit Wahr-
scheinlichkeit > ¢ korrekt.

1. z+0
2: fori=1,...,[B(l*,¢)] do
3:  Wihle zufillig ein Element [D;] aus C%, j < 0

4:  while lVc- [D;] # [0] do {Berechnung der Ordnung von [D;]}
5 je g+l

6: end while

T if j>z then

8: z—J

9: end if

10: end for

11: return z

Satz 3.6. Sei F//F, ein Funktionenkorper vom Geschlecht g und | ein Primteiler von
hr sowie € € (0,1). Algorithmus 3 berechnet das Mazimum der Menge {log;(Ord([D])) |
[D] € C%(1)} mit Wahrscheinlichkeit gréfier gleich ¢ korrekt. Die Anzahl der bendtigten
Rechenoperationen ist gleich

97" (1og(9)) VO (log(1/(1 —¢))).-

Beweis. Fiir eine zufillig gewéhlte Divisorenklasse [D;] vom Grad 0 ist wegen hp = ¢
mit ggT(l,c) = 1 die Divisorenklasse c[D;] = [c¢D;] ein zufillig gewéhltes Element aus
C%(l). Mit den vorherigen Uberlegungen folgt damit die Korrektheitsaussage des Satzes.
Der Aufwand fiir den Test I“c[D;] = [0] ist nach Bemerkung 1.30 polynomiell in ¢ und
log(g). Da wir j minimal mit /c[D;] = [0] bestimmen, folgt j < s < log;(hr). Wegen
Satz 1.18 gilt dann j = O(glog(q)). Die Anzahl der Tests in der While-Schleife ist
demnach linear in g und log(q). Nach [B6t08, S.99] ist der Aufwand zur Berechnung
einer zufalligen Divisorenklasse vom Grad 0 polynomiell in log(q). Wegen (3.10) folgt
dann die Komplexitéitsaussage des Satzes. O

3.4.2 Wahrscheinlichkeit der Erzeugendensystemen

Eine zentrale Rolle des probabilistischen Algorithmus zur Berechnung von C’% wird
die Bestimmung von Basen der Untervektorrdume U; \ Ujy1 mit ¢ € {1,..., 2} sein.
Uber die Basen erhalten wir sowohl die Gruppeninvarianten als auch ein minimales
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Erzeugendensystem von C%(1). Sei ¢ eine reelle Zahl zwischen 0 und 1. Wir werden nun
die wahrscheinlichkeitstheoretischen Rahmenbedingungen schaffen, die notwendig sind,
um in Abhéngigkeit von € Erzeugendensysteme E; der Untervektorrdume U; \ U4 fiir
i €{1,...,z} zu bestimmen.

Kombinatorische Vorbemerkung

Um mit Algorithmus 1 aus Kapitel 2 fiir einen Primteiler [ # p der Klassenzahl eine Ba-
sis aus einem Erzeugendensystem E; eines Untervektorraumes von C’% [] zu berechnen,
bendtigen wir zusiitzlich ein Erzeugendensystem des F;-Vektorraumes C%/IC%. Die Di-
mension n von C%/ICY. ist gleich der Dimension von C%[l]. Wegen U; = F}"" mit n; < n
und C%/1CY% = F7 beschreiben wir als Erstes mit V := F?' die Wahrscheinlichkeit fiir
folgende Ereignisse:

1. Unter j vielen zufillig gewédhlten Elementen aus V ist ein Erzeugendensystem von
V.

2. So wie 1. zusammen mit der Annahme, dass schon m viele linear unabhéngige
Elemente aus V gegeben sind, wobei m < n ist.

Nach der zufilligen Wahl eines Elements, legen wir es immer zur Menge zuriick.
Lemma 3.7. Sei V :=F! mitn > 1 und j € Z7° mit j <n, dann gibt es

j—1

[Te -

=0
viele Moglichkeiten fir vi,...,v; € V, so dass dimp, (Spann({v1,...,v;})) = j gilt.

Beweis. Wir definieren das Erzeugnis der leeren Menge als den Nullvektorraum. Damit
v1,...,v; in V linear unabhéingig sind, muss

v1 ¢ Spann({}),
vg ¢ Spann({v;}),
vs ¢ Spann({vy,va}),

vj ¢ Spann({v1,...,v;-1})

gelten. Fiir 1 <4 < j und linear unabhéingige vy, ..., v;—1 ist die Anzahl der Moglich-
keiten, dass v; ¢ Spann({vy,...,v;_1}) gilt, wegen # Spann({vy,...,v;_1}) = I'"! und
#F = [" gerade I — ['"1. Da i beliebig war, ist die Gesamtanzahl an Moglichkeiten
gleich dem Produkt [[/Z0 (1" — I%). O
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Definition und Satz 3.8. Sei V :=F} mitn > 1 und j € 779 mit § > n, dann gibt
es
n—1
Hy(n,j,1) = [ =19
i=0

viele Maglichkeiten fir vi,...,vj € V, so dass Spann({v1,...,v;}) =V gilt.

Beweis. Wir definieren die n x j-Matrix M := (vy,...,v;). Bezeichne M7 die transpo-
nierte Matrix von M. Die Vektoren vy, ..., v; erzeugen genau dann den Vektorraum V,
wenn der Rang von M gleich n, der Dimension von V, ist.

Wegen M € F™ folgt MT € F/*". Da Rang(M) = Rang(M™) gilt, bilden die Spalten
von M genau dann einen Erzeugendensystem von V', wenn die Zeilen von M ein n-
dimensionalen Untervektorraum von ]F{ aufspannen. Folglich stehen die j-elementigen
Erzeugendensysteme aus F}' in Bijektion zu den n-elementigen Teilmengen linear unab-
héngiger Vektoren aus IF{ . Nach Lemma 3.7 ist wegen n < j die Anzahl dieser Teilmen-

gen gerade [[1=) (W — 1Y). O

Korollar und Definition 3.9. Sei V :=F! mit n > 1 und j € Z”° mit j > n. Wihit
man zufdllig vi,...,v; € V, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Vektoren den
Vektorraum V erzeugen gleich

Hl (TL, jv l)

Wi(n, j,l) == 7

Beweis. Nach dem letzten Satz gibt es H(n,j,1) viele Moglichkeiten, dass vi,...,v;
den Vektorraum V erzeugen. Da #V = [" ist und wir j viele Elemente auswéhlen,
gibt es dafiir IV viele Mdglichkeiten. Der Quotient entspricht nun der gewiinschten
Wahrscheinlichkeit. O

Nun betrachten wir die gleiche Situation mit dem Unterschied, dass wir schon m viele
linear unabhingige Vektoren aus V' gegeben haben.

Definition und Satz 3.10. Sei V := F} mit n > 1 und seien v1,...,vy € V linear
unabhdngig mit n > m > 0. Die Anzahl der Méglichkeiten fir v1,...,0; € V mit
Jj+m>mn, dass Spann({vy, ..., U, 01,...,0;}) =V gilt, ist
n
Hy(n,j,m, 1) == Y B(n,i,m,)Hi(i, j,1).

i=n—m

Dabei wird B(n,i,m,l) definiert durch

i—(n—m)—1 n—1
[ =1 [T (" =1
B(n,i,m,l) == g nf)iol : ’fj_’?
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Beweis. Definiere L := Spann{vi,...,vn} und U := Spann{di,...,0;}. Wir zih-
len alle Moglichkeiten, dass die Dimension von U zwischen n und n — m ist und
Spann{vi,...,Um,U1,...,0;} = V gilt. Wir fixieren ¢ := dimp,(U). Nach Satz 3.8
bezeichnet Hq(i,7,1) die Anzahl der Moglichkeiten, dass j viele Vektoren in einem i-
dimensionalen Fj-Vektorraum diesen erzeugen. Deshalb muss nur noch gezeigt werden,
dass B(n,i,m,1) gleich der Anzahl der i-dimensionalen Untervektorrdume U von V ist,
die Folgendes erfiillen:

(¢) UUL =V und (i1) dimg,(U N L) ist minimal.

Wegen UNL = U\ (V\ L) ist dimp,(UNL) = i—(n—m). Um die Anzahl der paarweise
verschiedenen U mit den Eigenschaften (i) und (ii) zu bestimmen, zahlen wir zunéchst
die Anzahl der Basen solcher Untervektorrdume. Jede Basis dieser i-dimensionalen Un-
tervektorrdume muss wegen dimy, (U N L) = i — (n — m) gerade i — (n — m) viele
Basiselemente aus dem m-dimensionalen Vektorraum L haben. Wegen (i) miissen die
restlichen (n —m) Basisvektoren aus V' \ L sein. Dann ist die Anzahl der Basen solcher
t-dimensionalen Untervektorrdume gleich

(™ — 1)« (= mm =y ey — T,

Jetzt muss nur noch durch die Anzahl der Basen dividiert werden, welche die gleichen
Untervektorrdume U aufspannen. Dazu betrachten wir ein U, das (i) und (i¢) erfiillt
und Dimension i hat. In U N L gibt es (I'"=™) — 1) . ... (1F=(v=m) _ i=(n=m)—1)
viele Basen. Sind die Elemente b1, ...,b;_(,_m) schon gewiéhlt, dann gibt es in dem
Untervektorraum U genau (I —1°~(=™)).__. (I'* = *~1) viele Kombinationen von (n—m)
vielen linear unabhéngigen Vektoren, so dass sie zusammen mit by,...,b;_(,_p,) den
Untervektorraum U erzeugen. Folglich gibt es zu einem festen U

(li—(n—m) — 1) (li—(n—m) _ li—(n—m)—l) (1P — li—(n—m)) - (li — li_l)

viele Basen die U erzeugen. Letztendlich ist die Anzahl der verschiedenen Untervektor-
raume U der Dimension i, die (¢) und (4¢) erfiillen

(M —1) (I = mm) =y my (=
(li—(n—m) _ 1) c (lz—(n—m) _ li—(n—m)—l) . (lz _ lz—(n—m)) e (lz _ lifl)

gleich B(n,i,m,l). Summieren wir {iber alle i zwischen n —m und n, dann erhalten wir
die gewiinschte Formel. O

Korollar 3.11. Seien Hy und Hy wie zuvor definiert und n,j € Z>° sowie m € Z2°
mit j +m > n >m, dann gilt

(i) Ha(n,j,0,1) = Hi(n,j,1) und
(“) HQ(nvjv m, l) > Hl(n7j7l)'
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Beweis. Da Ha(n,j,0,1) = B(n,n,0,1) - Hy(n,j,1) ist und

—1 n—1 -1

i
L

[T -1 (" —1%) [Ta—-" (i —=1%)
B(n,n,0,1) = = = = = =1
(ln—n _ lk) (ln _ lk) H (ln—n _ lk) (ln _ lk)
k=0 k=n—n k=0 k=0

folgt (7). Da der letzte Summand von Ha(n,j,m,l) schon ein positives Vielfaches von
Hy(n,j,1) ist, gilt auch die zweite Behauptung. O

Korollar und Definition 3.12. Seien v1,...,v, € F}' linear unabhdngig mit n > 1.
Die Wahrscheinlichkeit, dass fiir zufillig gewdhlte Vektoren vy, ..., v; aus F}' mit j+m >
n>m >0 die Menge {vi,...,0m,01,...,0;} den Vektorraum F}' erzeugt, ist

HZ(naju m, l)

Wa(n, j,m,l) := i

Beweis. Nach Satz 3.10 ist die Anzahl der Erzeugendensysteme mit der beschriebenen
Eigenschaft gleich Ha(n,j,m,l). Weil #F} = [" und wir j Elemente wéhlen, gibt es
dafiir IV viele Moglichkeiten. Also ist der Quotient gleich der gewiinschten Wahrschein-
lichkeit. H

Lemma 3.13. Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes gilt
(i) lim Wa(n,j,m,l) =1 und
j—o0
(11) Wa(n, j,m,1) ist beziiglich n > m monoton fallend.

Beweis. Nach Definition 3.10 ist Wa(n, j,m,1) gleich

3 2 i-1
> B(ni,m,0)Hi(i,5.0) > B(n,im,0) [T~ 1)
i=n—m i=nZm L
[ni = 7
" = |
= Z B(n,i,m,1) H (l(]—TJ) _ l(k_Tj))
i=n—m E—0

nj

Fir ¢ < n ist lim (l(j_nTj) — l(k_7)> = 0 und fiir ¢ = n geht der Ausdruck gegen 1.
j—o0
Also ist

lim Wa(n,j,m,l) = B(n,n,m,l) = 1.

j—o0
Die Wahrscheinlichkeit, dass j Vektoren aus F}' einen (n —m)-dimensionalen Untervek-
torraum von F}' aufspannen, ist offensichtlich grofier als die Wahrscheinlichkeit, dass

gleich viele Vektoren aus F?H einen (n —m + 1)-dimensionalen Untervektorraum von
F;t1 erzeugen. O
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Zusammenhang zur Klassengruppe

Sei weiterhin C%(1) isomorph zu @;_,(Z/I'Z)%. Wir kénnen die Untervektorriume
U; = {1%V[D] | [D] € C%(1) und Ord([D]) = I’} U {[0]} fiir i € {1,...,z} von C%[]]
auch als Untergruppe von C%(l) beziehungsweise der Klassengruppe auffassen. Wir
definieren die Untergruppe C; von C%(l) durch

z z

Ci =107V . () = Pz~ Iy = Pz,

j:z ]:1

wobei 2 := z — (i — 1) und 3; := 0, (;—1) gilt. Offensichtlich ist U; in C; enthalten. Die
Elemente der Ordnung ! in C; sind die Elemente von U; \ {[0]}. Wir wollen durch zufil-
liges Wihlen von Elementen aus C; ein Erzeugendensystem FE; von U; in Abhéngigkeit
einer Wahrscheinlichkeit ¢ € (0,1) bestimmen. Im Folgenden beschreiben wir zunéchst
die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Menge aus j vielen zufillig gewdhlten Elementen
aus C; ein Erzeugendensystem des Untervektorraumes U; enthalten ist. Anschliefend
werden wir diese Wahrscheinlichkeit abschitzen.

Satz 3.14. Sei G = G}le(Z/liZ)ﬂi eine Gruppe mit Zle Bi; = n, dann kann man die
Untergruppe G[l] :== @7_,(Z/1Z)P von G als n-dimensionalen F,-Vektorraum auffassen.

Seien weiter vy, ..., vy € G[l] linear unabhingig mit 0 < m < n, dann gibt es
J j o
2 () Ha(ni,m ) - (#G = ")~
i=n—m t

viele Moglichkeiten, dass fir g1,...,9; € G mit j +m > n unter vi,...,Vm,g1,---,0;
ein Erzeugendensystem von G|l ist.

Beweis. Wir zéhlen fir n — m < ¢ < j die Moglichkeiten, dass ¢ viele Elemente der
g1,---,9; € G in G[l] liegen und mit vy, ..., vy, ein Erzeugendensystem von G[l] bilden
sowie dass (j — 1) viele der g1,...,g; € G nicht in G[l] sind. Nach Satz 3.10 bezeichnet
Hy(n,i,m,1) die erste Anzahl. Die zweite entspricht (#G — #G[l])’~*. Des Weiteren
konnen die g; noch vertauscht werden, aber lediglich so, dass sowohl die Reihenfolge der

g in G[I] als auch die der g; in G\ G[I] beibehalten wird. Folglich gibt es 72 = (%)
i(j—1)! i
Vertauschungen. Insgesamt erhalten wir so fiir festes i wegen #GJl] = " genau

<‘7> - Hy(n,i,m,l) - (#G — 1)

1

viele Kombinationen. Da ¢ von n — m bis j lduft, miissen wir fiir jedes solche ¢ die
Kombinationen aufsummieren und erhalten so die gewiinschte Formel. O

Korollar und Definition 3.15. Seien G und GJl] wie in Satz 3.14 definiert sowie
V1, ..., U linear unabhingige Elemente aus G[l] mit 0 < m < n. Weiter seien fir
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Jj+m >n die Elemente g1, ...,9; zufillig aus G gewdhlt. Die Wahrscheinlichkeit, dass

in {vi,...,Vm,01,-..,9;} ein Erzeugendensystem von G|l| enthalten ist, entspricht
J . )
> (i) - Ha(n,r,m,l) - (#G —1")?~"
Ws(n,j,m,l, #G) = /™ :
( ) (#C)
Beweis. Die Aussage wird analog zu Korollar 3.12 mit Satz 3.14 bewiesen. O

Untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit W3

Sei C%(1) = @7_,(Z/1'Z)% die I-Sylow-Gruppe der Klassengruppe eines Funktionen-
kérpers F' vom Geschlecht g iiber F, und C; = 16-1) -C%(1). Wie wir zuvor beschrieben
haben, ist die Dimension der Untervektorriume U; von C%[l] durch n; = > =i 0; fiir
i € {1,...,2} bestimmt und es gilt Uy 2 Us--- 2 U, sowie U,4; = {} mit n;11 = 0.
Nach Korollar 3.15 bezeichnet Ws(n;, 7, nit1, #C;) die Wahrscheinlichkeit, dass unter j
vielen zufillig gewiithlten Elementen aus C; C C%(1) ein Erzeugendensystem von U;\U; 11
ist. Dabei wird fiir folgende Uberlegungen vorausgesetzt, dass U; # U1 gilt. Sei € eine
reelle Zahl zwischen 0 und 1. Wir fixieren ¢ € {1,...,2} und fragen uns ab welchem
J € Z mit 7 > n; — n;41 die Wahrscheinlichkeit

W3(ni7j7ni+17 #C’L) Z S

ist. Kennen wir diesen Wert, dann wissen wir, wie oft zur Bestimmung eines Erzeugen-
densystem von U; \ U;41 zufillig Elemente aus der Untergruppe C; von C%(1) gewiéhlt
werden missen. Zunichst werden wir die Wahrscheinlichkeit Ws(n;, 7, niy1, #C;) fiir ein
festes ¢ nach unten abschitzen, um damit eine obere Schranke fiir die Iterationsgrofe j
zu erhalten. Mit Korollar 3.11 gilt

i (7) - Ha(ni,r,miga,1) - (#C; — 1)

r=N;—Nii1

Ws(ni, j,nit1, #Cs) =

. (#Ci)?
i_ (1) - Hi(ni,r, 1) - (#C; — Imi)3 ="
> rAnz -
0 ,}30 (I =15 HCi =1y
(#C;)I

Anstatt Ws(n;, 7, ni+1, #C;) betrachten wir die Folge

> () T~ 1) - (€ - 17y

r=n k=0

() = (#Ci))
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Zunichst werden wir xj(n) durch eine einfachere Folge y;(n) nach unten abschétzen,
um dariiber j zu beschrinken. Anschlieffend bestimmen wir fiir spétere Laufzeitanaly-
sen eine Schranke von j, die ausschlieflich von dem Funktionenkérper F/F, und der
Wahrscheinlichkeit ¢ abhéngt. Wir werden dafiir vom folgenden Lemma Gebrauch ma-
chen.

Lemma 3.16. Fiir die positiven ganzen Zahlen l,n und r mit r > n und l > 1 gilt

n—1 ¢
[T =) =1+ Ag1Bertaa),
k=0 a=0

wobei ( < 2" — 1, B <n—1 und v, < @ sowie A\, € {—1,1} fiir alle a ist.

Beweis. Das Produkt [];Z 1(lr — I¥) hat n Faktoren, also muss ¢ kleiner gleich 2" — 1
sein. Die Aussagen iiber (3, und A, sowie die Summendarstellung des Produktes sind

ebenso offensichtlich. Wegen [, _ Lk — g™ gilt 7, < M

fur alle a.
O

Wir schétzen die Folge x;(n) mit Hilfe von Lemma 3.16 ab, um eine iiberschaubarere
zu erhalten. Es gilt []}_ l(l’” — I¥) = 0 fiir 0 < r < n. Damit ist ;(n) gleich

<#Caln>j§<r>n -1 (#Cl—lny
_ <#S;EC; VL)] TJO (r (zm“ +Z)\ zﬁarm)) . <#Cl_ln>
-(*5a) ( () <#cn—zn>r+,i<v;> ZC:WZ <#CZB—Z>>
(") <<#cz—ln“> +Z“%';)<r>'<#cfja—vz>7,>
(") <<#cz—zn“> +Z{)A“l%'<#clz-ﬁa—w+l>j>
(") <<#cz—zzn>j+§;f " <W>J>
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Dabei wird jetzt nur noch iiber solche a summiert, fiir die Az kleiner Null ist. Nach dem
letzten Lemma folgt, dass vz < @ und Bz < n —1 gilt. Da wir nur iiber negative
Summanden summieren und ¢ durch 2" — 1 nach oben beschrénkt ist, erhalten wir
¢ <271 Folglich ist der letzte Ausdruck der Abschitzung grofer als

¢ _Jn n—1\J e . _In n—1\J
1_Zl< -1 (#C; = 1" 41 S 1 9nm 1) #C; = 1"+ 1

a=0

Damit haben wir eine einfachere Folge gefunden, die von z;(n) dominiert wird. Wir
definieren

#C S L ln—l J
#Ci

n—1 ﬂ(n 1)
yi(n):=1-2"""1 <

Ist y;j(n;) groker gleich € € (0,1), dann ist es auch z;(n;). Insbesondere folgt dann
W3(ni7j7 niJrl’#Ci) >e€

Aus y;(n;) > € erhalten wir

" _n, n;—1
| gni1)miln= (#C " +1 )Ze

#Ci
z(”z D)

log(1 — ¢) — log(2mi—1] ) ,

<~ >
log(#C; — In + ["~1) — log(#C;) ~’

Wir definieren
Z( ’L )
log(1 —¢) —log(2m— 12 )
A(#Ci,n ) = LOg(#C ) o) (3.11)

Fir j := A(#Ci,ns,e) und i € {1,..., 2z} haben wir
Wa(ni, j, nigr, #C5) > xj(ng) > y;(n;) > e.

Das heikt, wihlen wir zufillig A(#C;,n;,e) viele Elemente aus Cj, so ist die Wahr-
scheinlichkeit grofer als €, dass darunter ein Erzeugendensystem des Fj;-Vektorraumes
U; \ Uiy ist.

Unabhiingige obere Schranke von j

Wir suchen eine Schranke fiir j, welche ausschlielich von den charakteristischen Gréfen
des Funktionenkorpers F'/F, und der Wahrscheinlichkeit € abhéngt. Dazu wihlen wir
die folgende Vorgehensweise. Wir zeigen:

1. Es existiert genau ein j, € Z>°, so dass y;(n) > y;(1) gilt fiir alle j > j, und
nezZ>t.
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2. Die Folge j, ist fiir n € Z>! monoton fallend.

Dann ist entweder j < jp oder es gilt y;(n;) > y;(1). Mit y;(1) > € beziehungsweise
log(1 —¢)
T = log(#C; — 1 +1) — log(#C5)

erhalten wir ein weitere Schranke fiir j. Fiir das Maximum j’ der beiden Schranken
haben wir W3 (n;, j', niy1, #C;) > €

Zu 1.: Bestimmung von j,

Wir berechnen den Index j, ab dem y;(n) > y;(1) ist. Aus y;j(n) > yj(l) folgt

(n D)

log(2"~ 1 )
- #Ci—1+1 ’
log (#Cl_ln_’_lnfl)

n—1 n(n—1)
Wir definieren den gesuchten Index durch j, := { log(2 #Cl :1 ).
log< - )

#Ci—ln-ﬁ—ln_l

Zu 2.: Monotonie von j,

Wir wollen zeigen, dass j, > jp+1 gilt fiir n € 7>1. Sei dazu B, % Wir
betrachten
log(2~ 115 _ log(21"5™)
IOg (Bn) B 10g ( n+1)
n(n—1) n
— log (2" 1™ ) log (Bni1) > log(21™7 )log (By)
= log(2" 11" Y log (Bui1) > log(2"~ 1" 20") log (B,,)

") (log (By11) — log (B)) > log(2I™) log (By)

e, nln=1) #C; — 1"+ V1
< log(2" 1 2 )10g<#0—l”+1—|—l"

= log(2”*1ln g

| \/

g(20") log (B,,) . (3.12)

Wir betrachten eine Fallunterscheidung fiir (3.12). Fiir den Fall n > 3 ist on—1754

grofer als 2{", folglich miissen wir nur zeigen , dass
#HC; — "+ 1 #C; —1+1
> B, =
#C; — It n — #C; — "+ n 1
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gilt. Der letzte Ausdruck ist aber gerade dquivalent zu

(#C; — 1"+ 1712 > (HC; — 1" 4 1) (H#C — 1+ 1) (3.13)
= HC2( I (I > #C(A =D+ (" =T (=D 1.

Nun gilt

(i) wegen | > 2, dass 2(I"~1 — [") groRer gleich [(I"~! — ™) ist, also insbesondere
LC2071 — ) > #£C5((1— 1) + (1"~ — I")) und

(i) fiir n > 3, dass (1—0)(I" — 1"ty = (1" =207+ 7 42) < (=2 (g — gt 1 1 nt2) —
l?(n—l) — 9]2n—1 + 2n — (ln—l _ ln)? ist.

Also gilt (3.13) und damit ist j, > jn41 fiir n > 3.
Sei nun n = 2. Wir wollen zeigen, dass jo > j3 gilt. Mit n = 2 in (3.12) eingesetzt,

erhalten wir
log(2!) log <#C+> > log(21?) log <#C+>

H#C —B+12 #C;— 12 +1
]2 A
— #Ci =P+l (#Ci—1+1
#C; — 1B+ 12 #C; —12+1
— (#C; — 12 4+1)3 > (#C; — B+ 1) (#C; — 1+ 1)?

gilt. Wir multiplizieren diese Ungleichung aus und kommen auf

(#C)? (12 =31 — 1) +#C; (I + 51> =41 —2) —(I° = 31> + 1+ 1) > 0.

=:p1(l) =:pa(l)

Weil die Gruppe C; := ["=1-C%(l) den F;-Vektorraum U; der Dimension n = n; enthiilt,
muss gelten, dass #C; > [ ist. Also gilt in diesem Fall #C; > 2. Da p1(1),p2(1) > 0
fiir [ > 4 sind, betrachten wir
(#CH2(12 =31 — 1)+ #C; (1B + 512 — 41 —2) — (I° =32 +1+1)
> =31 - 1)+ PP 4512 -4l —2) — (I° =312 +1+1)
=103+ 4" — 4P+ P —1-1>0.

=:p3(1)

Wegen p3(l) > 0 fiir [ > 1 gilt die letzte Behauptung und damit die Monotonie von
Jn, bis auf den Fall n = 2 und [ = 2,3. Mit n = 2 folgt aus y;(2) > ¢ fir [ = 2
beziehungsweise [ = 3, dass

e () gy < e e

os (552) " o (55




3.4 Probabilistischer Algorithmus 45

gilt. Fiir alle anderen Fille kdnnen wir mittels 1. und 2., wie schon beschrieben, die
Grofe j wie folgt nach oben abschitzen:

=J2
i < max log(21) log(1 —¢)
- log (zgz:lﬂ ) log ( l+1)

12+l
Wir sehen fiir n = 2 und [ = 2, 3 entsprechen die Schranken fiir j bis auf Konstanten
gleich der letzten. Deshalb miissen wir diese Félle nicht mehr gesondert betrachten. Im
Folgenden werden wir die letzte Schranke so veréndern, dass sie ausschlieflich von F/F,
und ¢ abhéangt.
Wir betrachten die Untergruppe C; := "1 - C%(1) wie zu Beginn dieses Teilabschnittes.
Wir wollen die Ausdriicke

. log(21) B log(1 —¢)
(1) |710g (50211211;)} und (i) —log (g#lc l+1>

nach oben abschétzen. Der erste Ausdruck ist maximal, wenn der Nenner minimal wird.

Da wir ;:g 112115 > 1 haben, ist der Nenner genau dann minimal, wenn [ = 2 gilt und
#C; maximal ist. Wir betrachten log (#C %)

Fiir x > 0 ist In(z) > £ 7. Zusétzlich nutzen wir aus, dass #C; < hp und nach Satz
1.18 die Klassenzahl durch (,/g + 1)% beschréinkt wird. Wir erhalten

1(#0 )—ln(l—i— ! >> LIS !
#C;—2) #C;—2) ~ #Ci—1~ (Jg+ 1) -1

Wegen | < hp = O(¢9) gilt log(2]) = O(glog(g)) und damit folgt

= O(glog(q)¢?) = O (gqgm(l)) -

{ log(21)
log ( e _ll;;lz)
Der Ausdruck (4¢) ist genau dann maximal, wenn der Quotient #C# e L <1 am Groften

ist, also wenn [ = 2 gilt und #C; maximal wird. Wir benutzen wieder die Ungleichung
#C; < (Vg + 1)%9. Wegen In(z) < z — 1 fiir > 0 und log(1 — ¢) < 0 folgt

1;0?;1073 - lnlzg“ - j>> < #Cilog(1/(1—2)) < (v +1)* log(1/(1 = )).

Eren =26
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Damit erhalten wir

log(l—¢) g
W = O (log(1/(1 —¢))¢?).

In beiden Fillen ist O(log(1/(1 — ¢))gq9t®M) eine obere Schranke. Zusammenfassend
gilt also

j =0 (log(1/(1 = £))ga?*OW). (3.14)

Bemerkung 3.17. Die soweit angegebenen Schranken fir j sind leider duflerst unge-
nau. Wie sich spdter herausstellen wird, 1st gerade die letzte Schranke signifikant fiir die
Komplexitdt des probabilistischen Algorithmus zur Berechnung von Klassengruppen von
globalen Funktionenkdrpern.

Berechnung der Iterationsgroéfien

~

Sei immer noch C%(1) = @7_,(Z/I'Z)% die I-Sylow-Gruppe der Klassengruppe eines
Funktionenkorpers F' vom Geschlecht g iiber F, fiir den Primteiler [ der Klassenzahl
von F.

Wir betrachten U; = {{"=V[D] | [D] € C%(1) und Ord([D]) = I'} U {[0]}, die Untervek-
torrdume von C'%[l] der Dimension n;, fiiri € {1,...,2}. Wegen U,41 = {}ist Uitq C U;
fiir alle 4. Da n,41 = 0 ist, gilt nach (3.9)

z
. S; . .
dimp, (Uit1) = nit1 < ny <njyr + ij mit s; = s — E Joj.
j=it1

Sei [72 ein Untervektorraum des F;-Vektorraumes C%/ZC% der Dimension n; sowie

U.41 := {}. Wegen der Gleichheit von dimp, (C%/IC%) und dimg, (C%[]]) gilt nach Ko-
rollar 3.4, dass dimp, (C%/IC%) < min{2g,s — z + 1}.

Als Zusammenfassung der vorherigen Ergebnisse beschreiben wir nun einen Algorithmus
der fiir € € (0,1) die Iterationsgrofen j1,jo und js berechnet, so dass

1. WQ(ni-‘rl + L%J 7j17ni+17l) Z \/gv
2. Wa(min{2¢g,s — z + 1}, ja, niy1,1) > /¢ und
3. Wa(nir1 + [ %], j3, nig1, #Ci) > e
Diese Ausdriicke beschreiben mit C; = 10~ . C%(1) und i € {1,..., 2}, dass

1. unter j; vielen zuféllig gewdhlten Elementen aus U; mit Wahrscheinlichkeit grofser
gleich /e ein Erzeugendensystem von U; \ U4 ist,
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2. unter js vielen zufillig gewihlten Elementen aus C% / lC’% mit Wahrscheinlichkeit
grofer gleich \/z ein Erzeugendensystem von (C%/IC%) \ U;1 ist und

3. unter js vielen zufillig gewahlten Elementen aus C; mit Wahrscheinlichkeit grofer
gleich /e ein Erzeugendensystem von U; \ U;41 ist.

Spéater werden wir fiir den Fall [ # p aus einem Erzeugendensystem E; von U; \ Uj4+1
und einem von C%/ICY mittels Algorithmus 1 aus Kapitel 2 beziehungsweise fiir [ = p
mit Algorithmus 2 direkt aus Fj;, eine Basis von U; \ U;;+1 bestimmen. Ist eine Wahr-
scheinlichkeit € € (0, 1) vorgegeben sowie [ teilerfremd zu p, dann bestimmen die Grofken
j2 und j3 gerade wie oft wir maximal Elemente zufilllig aus C%/IC% beziehungsweise
C; wihlen miissen, damit Algorithmus 1 daraus mit Wahrscheinlichkeit gréfer gleich
V€ -+/e = € eine Basis von U; \ U;;1 berechnet. Haben wir schon j; viele Elemente in U;
gefunden, dann berechnet Algorithmus 1 ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit gréfer gleich
e daraus eine Basis von U; \ U;11. Das heiftt, wir wihlen hochstens j3 viele Elemente aus
C;. Betrachten wir [ = p und statt ¢ das Quadrat davon, dann beschreiben die Groken
j1 und j3 wie viele Elemente wir aus U; beziehungsweise aus C; zuféllig wihlen miis-
sen, damit Algorithmus 2 mit Wahrscheinlichkeit > ¢ daraus eine Basis von U; \ Ujt1
berechnet. In diesem Fall spielt jo keine Rolle.

Wir gehen davon aus, dass die Werte §; fiir j = ¢+ 1,..., 2 schon berechnet wurden.
Fiir i < z sei s; 1= s — > 7, joj und my; == > 7, (j — (i — 1))0; = log;(#Cit1). Tm
Fall i = z setzen wir s, := s und m, := 0.

Algorithmus 4 : Iterationsgréfen

Eingabe: ¢ € (0,1), Primzahl [ mit [* | hp und I { hp, nio1, my, s; mit s; > i und
g Geschlecht von F' sowie d(q,1) der Einbettungsgrad von F' beziiglich [.
Ausgabe: ji,j2 und j3 wie zuvor beschrieben.

g1 [ %]
while Wa(ni1 + [ %], j1,niv1,1) < /e do
n—n+l
end while
if d(q,1) > 1 then
§—29—1, 20, J2 — 29 —ni41
else
Jo < min{2g,s — z+ 1} — n;11
end if
while Wy(min{2g,s — z + 1}, jo, ni+1,1) < /€ do
J2—J2+1
: end while .
. jg — max{ AT n; J2) | nig1 < ni < nigq + %] }H{A aus in (3.11)}
. return ji,j2,73

e el e
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Korrektheit:

Fiir s; > i, folgt aus Korollar 3.4, dass n;y1 < njr1+ %] < dim[pl(C%[l]) < min{2g,s—
z+1} gilt. Somit sind Wa(niy1+ [ %], 71, niv1,1) und Wa(min{2g, s — 2+ 1}, 52, niy1,1)
wohldefiniert. Nach Lemma 3.13 konvergieren fiir j1,j2 — oo die Folgen Wa(n;iq +
%], j1, g1, 1) und Wo(min{2g, s —z+1}, j2,ni11,1) gegen 1. Mit € < 1, ist es auch /e
und damit terminieren die beiden While-Schleifen nach endlichen vielen Schritten, also
auch der Algorithmus. Ebenfalls nach Lemma 3.13 ist Wa(ny, j1,ni+1,() in n; monoton
fallend. Wegen n; < n;1 + | %] gilt

. Si .
Wa(ni, j1,niv1,1) > Wa(nip1 + [fJ JJ1 g1, 1).

Also ist fiir j; mit Wg(ni_;,_l + {%J ,jl,ni+1,l) > \/g auch Wg(ni,jl,ni+1,l) > \ﬁ und
damit j; korrekt.

Wegen dimg, (C%/1C%) < min{2g, s — z + 1} folgt analog
WQ(dlmFl(C%/lC%)7j27 Ni+1, l) > WQ(I’HIH{ZQ, s—z+ 1}7j27 Nnj+1, l)

Fiir jo mit Wa(min{2g, s — z + 1}, ja, nit1,1) > 1/ ist ebenfalls die Wahrscheinlichkeit
Wa(dimg, (C%/1C%), j2,ni+1,1) grofer gleich /2. Also wird jo im Fall d(g,1) = 1 korrekt
berechnet. Im anschliefenden Abschnitt werden wir einen Algorithmus beschreiben, der
mittels der Iterationsgréfken ji,jo und js entsprechende Erzeugendensysteme von Un-
tervektorriumen von C%[l] bestimmt und im Fall I # p mit Algorithmus 1 aus Kapitel 2
die Anzahl der linear unabhéingigen Elemente davon berechnet. Ist der Einbettungsgrad
d(q,l) grofer 1, miissen wir, wie in Teilabschnitt 2.1.3 beschrieben, ein Erzeugendensys-
tem von C%,/ICY%, bestimmen. Dabei bezeichnet F” eine Konstantenkdrpererweiterung
des Funktionenkérpers F/F, vom Grad d(g,!). Die Dimension von C%,/1C%, ist gréRer
gleich der von C%/ICY%. Es gilt aber immer dimg, (C% /IC%,) < 2g. Belegen wir s mit
2g — 1 und z mit 0, dann ist s — z + 1 = 2¢g und damit

Wg(dim[pl (C%//ZC%/), jQ, MNi41, l)
> Wa(min{2g, s — 2 + 1}, ja, niy1, 1)
= Wa(2g, ja, nit1,1).
Demnach wird auch fiir den Fall d(q,[) > 1 die Tterationsgroke jo richtig berechnet. Nun
zur Korrektheit von j3. Wahlen wir j3 := A(#C}, ni, /), wie in (3.11) definiert wurde,
dann ist W3(nip1 + [3] , 73, nit1, #C;) > /e, Fassen wir A(#Cj,n;, (/<) als Folge in
#C; auf, dann ist diese monoton wachsend. Es gilt mit #C%(l) = {* und s = Y 7_, id;,

dass
4

C; = 107D . o%(1) =161 EB(Z/ZJZ)‘;J' o @(Z/l(j*(ifl))z)%‘,
j=1

j=i

wobei dann log;(#C;) = >77°_; (j — (i — 1))d; ist. Nach Satz 3.2 gilt §; < | 5] und damit
> (=13 > G=G-1)3;

HC; = =i — 1% . =i — [Sitmi < (L +ma



3.4 Probabilistischer Algorithmus 49

Folglich gilt A(#C;,n;, /) < A(ZL%Hm,ni,ﬁ). Wegen nip1 < n; < mipp + | 3]

erhalten wir
A(#Cj,ni,e) < maX{A(lL%Hmiani, VE) | nip1 <ni <nipr + L%J }=:Js.

Damit ergibt sich die Korrektheit von Algorithmus 3.

Schranken:
Wir wollen Schranken fiir die Iterationsgréfen ji, j2 und js bestimmen, mit denen wir
die Komplexitét spaterer Algorithmen beschreiben kénnen.

Lemma 3.18. Fiir die nicht-negativen ganzen Zahlen n,t und I mit i > n und | > 1
gilt
n—1

H(lz N lk) > - ln-i—(n—l)i'
k=0

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber n. Sei n = 1, dann ist
Z;é(lZ —I¥) =" — 1. Gelte die Ungleichung bis zu einem festen n (IV). Dann erhalten
wir

no nl . wy o
H(lz o lk) _ H(lz - lk)(ll o ln) > (lm - ln+(n71)z)(lz - ln)
k=0 k=0

_ l(n+1)i - 2lni+n + l(n—l)i+2n
> l(n+1)i _ putndtl + l(n—l)i+2n

> l(n+1)i . lni+n+1.
O

Damit kénnen wir Wa(n;, j1, nit1,1) wie folgt abschitzen. Wir wenden dazu in gleicher
Reihenfolge Definition 3.12, Korollar 3.11, Definition 3.8 und Lemma 3.18 an:

. H2 n'vjl Ni+1 !
Wa(ni, j1, niy1, 1) = ( Zlni;l el

S Hl(nu_jhl)

k=0
[mid1
(lnijl _ lni+(ni_1)j1)

- [mid1
=1
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Aus Wo(niy1 + [%] , j1,nig1, 1) > 1 = (it L3 =) > /e folgt unmittelbar
J1 <mip1+ L%J + log%(l —Ve).
Mit Wa(min{2g, s — z + 1}, jo, niy1, 1) > 1 — ((min{20s=2+1}=j2) >\ /2 ergibt sich analog
jo <min{2g,s — z+ 1} + log%(l —Ve).

Da [ > 2 ist und 2¢g das Minimum von 2g und s — z + 1 sowie den Wert n;y1 + | %]
nach oben beschréinkt, gilt

g1, g2 < 29 +log1 (1 — Ve) = 29 + log(1/(1 — V). (3.15)
Der folgende Satz beschreibt abschlielsend die Resultate dieses Teilabschnittes.

Satz 3.19. Sei F/F, einen Funktionenkérper vom Geschlecht g und e € (0,1). Mit der
Notation dieses Abschnittes erhalten wir

J1.d2 = O((g +log(1/(1 — V/€))) und jz = O(log(1/(1 — \/€))gq? W),

Beweis. Wegen (3.15) folgt die erste Aussagen. Mit (3.14) und /¢ statt e gilt die zweite.
O

Bemerkung 3.20. Fir den Faoll | = p konnen wir die obigen Schranken noch verbes-
sern. Wie Fingangs beschrieben wurde, bendtigen wir zur Berechnung einer Basis des
Untervektorraumes U; \ U; 1 fiir i € {1,...,z} mittels Algorithmus 2 lediglich ein Er-
zeugendensystem davon und nicht wie zuvor noch eines von C%/IC%. Haben wir ein
solches Erzeugendensystem von U; \ Ujy1 mit Wahrscheinlichkeit grofier gleich e, dann
terminiert Algorithmus 2 mit gleicher Wahrscheinlichkeit korrekt. Folglich konnen wir
in der obigen Betrachtung € durch €* ersetzen. Damit ergeben sich die folgenden neuen
Schranken fir j1 und j3, wenn | = p ist:

j1 = Olg + (log(1/(1 — £))) und js = O(log((1/(1 — £))ga®*OM).

Der Aufwand zur Berechnung der Iterationsgrifien ji,ja und j3 durch Algorithmus 3
kann vernachlissigt werden. Wieder sei hier angemerkt, dass die Schranke von js3 unge-
nau st.

Betrachten wir die Wahrscheinlichkeiten Wy und W3 fiir den Fall, dass wir zufdllig ge-
wdhlte Elemente nicht zuriicklegen, dann lassen sich die Schranken von j1,jo und js
verbessern. Das wiirde auch eine Verbesserung der Komplezitit der folgenden Algorith-
men nach sich ziehen.
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3.4.3 Berechnung von Basen der Untervektorrdume U;

Mit den Resultaten des vergangenen Teilabschnittes konnen wir nun beschreiben, wie
wir probabilistisch sowohl Erzeugendensysteme der Untervektorrdume von C’%[l] als
auch von C%/IC% berechnen und anschlieRend mit den aus Kapitel 2 zur Verfiigung
stehenden Mitteln daraus die linear unabhéngigen Elemente bestimmen.

Sei e € (0,1). Wir betrachten C%(1) = @7_,(Z/I'Z)% mit #C%(1) = 1* und s = > 7_, id;
sowie die Untervektorriume U; von C%[l], wie in (3.5) definiert. Zuniichst sei | # p.
Anschliefsend betrachten wir den Fall, dass [ gleich p ist.

Der Fall [ ist ungleich p

Sei E; ein Erzeugendensystem von U; \ U; 41 und erzeuge El den F;-Vektorraum C’% / ZC%.
Mittels Algorithmus 1 aus_ Kapitel 2 kénnen wir aus E; eine Basis B; von U; \ Ujt+1
bestimmen. Sind E; und E; Erzeugendensysteme jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit
groker gleich /e, dann berechnet Algorithmus 1 mit einer Wahrscheinlichkeit grofer
gleich (1/€)? = ¢ eine Basis von U; \ Ujy1.

Seien fiir j € {i +1,...z} die Werte d; bekannt und s; := s —>°%_, jd; sowie m; :=
ijﬂ_l (= (i —1))0; = log(#Cjt1) filr i < z. Ist i = 2z, dann setzen wir s, gleich
s und m, gleich 0. Zusammenfassend erhalten wir den folgenden Algorithmus, der fiir
1 < i < z zunichst ein Erzeugendensystem und anschliefsend daraus eine Basis von
U; \ Ui+1 berechnet.

Algorithmus 5 : Probabilistische Basisberechnung von U; \ U;y; fiir [ # p

Eingabe: o ¢ € (0,1), Klassengruppe C% von F/F,, Geschlecht g von F sowie d(g,1).

e Primzahl [ # p mit hp = [*c und ggT(l,c) = 1 sowie z mit [* maximale Ordnung
in C%(1).
e Fiir ¢ = z: Bi+1 = Ei—i—l = {} andernfalls Bi+1 Basis von Ui+1 und Ez‘—i—l Teil-
menge linear unabhiingiger Elemente aus C9%,/ICY%,, so dass T; eingeschriinkt auf
Spann(Bj ) x Spann (B, 1) nicht-ausgeartet ist, wobei F eine Konstantenkdrperer-
weiterung von F' vom Grad d(q,[) und B;_; das Bild von B;; 1 unter eine Einbettung
von C% nach C’%, ist; s; und m;.

Ausgabe: e Basis B; von U; mit Basiselementen von U;\ U1, falls diese existieren, der
Form [0~V . [D] und Ord([D]) = I*, Menge B; mit #B; linear unabhingige Elemente
in C% /IC%, und §;, jeweils mit Wahrscheinlichkeit > & korrekt.

J1,J2,j3 « Algorithmus 4(e, 1%, #B; 11, 5i, m4, g, d(q, 1)) {Tterationsgrofen
E; —{},Ei —{}
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for k =1,...,j3 do {Bestimmung eines Erzeugendensystems E; von U; \ Uj;+1}
Wihle [Dy] zufillig aus C%
if l'’c- [D;] = [0] then
Fiige [0~ Ve - [Dy] in E; ein
end if
if #Ll = jl then
break
end if
end for
F' « Konstantenkdrpererweiterung von F' vom Grad d(q, ()
Wihle zufillig Dy, ..., D;, € CY,
E; —{Dy,... ,f?jQ}{Erzeugendensystem von C9,/1C%}
E!, Bl,, < Einbetten von E; beziehungsweise B; in C[{]
B, B; — Algorithmus 1(Bj_, E, §i+1, E;, #DB; 1 + | %]){Basisberechnung}
B; < Urbild von B/ in C%[l] unter der Einbettung
return B;, Ei, #B; — #B1+1

Bemerkung 3.21. Ist d(q,l) der Einbettungsgrad von F beziglich | gleich 1, dann ist
F' eine Konstantenkirpererweiterung von F vom Grad 1. Also gilt F' = F.

Satz 3.22. Sei F'/F, ein Funktionenkorper vom Geschlecht g undl ein zu q teilerfremder
Primteiler der Klassenzahl von F. Weiter sei C%(l) = @;Zl(Z/ljZ)‘sﬂ' und ¢ € (0,1).
Dann berechnet Algorithmus 5 mit einer Wahrscheinlichkeit gréfier gleich € fir i €
{1,...,2} zu der eben beschriebenen Eingabe eine Basis von U;. Die Komplezitit des
Algorithmus ist gleich

(log(1/(1 — v/2)))°M MM o (q9+0(1)>

Die Anzahl der zu speichernden Divisorenklassen vom Grad 0 entspricht O(log(1/(1 —

Ve)) +9).

Beweis. Wir definieren B,,1 und §z+1 als die leere Menge. Im letzten Teilabschnitt
haben wir gesehen, dass Algorithmus 4 mit der Eingabe €,1%, n;+1 = #Bi+1, $i, mi, g und
d(q,1) die Tterationsgrofen j1, jo und j3 so berechnet, dass jeweils mit Wahrscheinlichkeit
groker gleich /e

1. j1 zufillig gewdhlte Elemente aus U; zusammen mit B;y; den Vektorraum U;
erzeugen,

2. jo zufilllig gewéihlte Elemente aus C%, /ICY, zusammen mit §i+1 den Vektorraum
CY,/1CY, erzeugen, wobei F' eine Konstantenkdrpererweiterung von F vom Grad
d(g,1) ist und



3.4 Probabilistischer Algorithmus 53

3. unter j3 zufillig gewidhlten Elementen aus C; zusammen mit B;y; ein Frzeugen-
densystem von Uj ist.

Wegen hp = [°¢ mit ggT(c, 1) = 1 ist fiir eine zufillig gewihlte Divisorenklasse [Dg] vom
Grad 0 das Element [(~Y¢[Dy] = [107YeDy] zufillig aus C; = 1071 - O%(1) gewihlt.
Gilt I’c[Dg] = 1[I0~ VYeDy] = [0], dann ist Ord([¢Dy]) < I* und damit [1¢~YeDy] € Uy
zufillig gewithlt. Ebenso ist fiir ein zufillig gewiihltes Element [D] € CY%, dessen Klasse
[D] +1CY, zufillig aus C% /ICY%, gewihlt. Nach den Uberlegungen des letzten Teilab-
schnittes ist damit E; ein Erzeugendensystem von U; \ U;4+1 und E‘Z eines von C%, / ZC%,,
jeweils mit Wahrscheinlichkeit grofer gleich y/e. Durch das Einbetten von E; und B;
in C%[I] sind alle Voraussetzungen erfiillt, so dass Algorithmus 1, wie in Teilabschnitt
2.1.3 beschrieben, daraus eine Basis von U; berechnet. Diesmal aber in Abhéngigkeit
der Wahrscheinlichkeit . Falls U; # U1 gilt, beinhaltet B; \ B;11 ausschlieflich linear
unabhiingige Elemente aus C%[l] der Form [~![D]. Demnach muss Ord([D]) = I’ gelten
fiir alle I*"1[D] € B; \ Biy1. Andernfalls ist B; gleich B 1.

Nach [B6t08, S.99| ist der Aufwand zum Bestimmen einer zufélligen Divisorenklasse
aus C% polynomiell in log(g). Es werden maximal j3 Elemente zufillig aus C% ge-
wahlt, mit einer Zahl multipliziert und getestet, ob das resultierende Element gleich
0] ist. Wegen Bemerkung 1.30 ist die Komplexitit dafiir gleich g©™M (log(q))®™MO(j3).
Nach Satz 2.10 ist F’ eine Konstantenkorpererweiterung von F' vom Grad kleiner gleich
¢(l) =1 — 1. Da wir j» Elemente zufillig aus C%, wihlen, ist der Aufwand dafiir gleich
lo(l)(loqu))O(l)O( j2). Abschliefend wird Algorithmus 1 mit den Erzeugendensystemen
E! und E; gestartet, wobei #E! < j; und #E; = jo gilt. Wegen Satz 2.12 entspricht
der Aufwand dafiir g®M1°M (log(q))°M O(j172). Zusammenfassend ist die Komplexitit
von Algorithmus 5 gleich

g°W (1og())°MO(js) + 1°M(log(9)) P O(j2) + g°M1°M (log(q))° M O (5152)

beziehungsweise g°M (log(q))°M0O(s) + ¢°Mi1%M (1og(q))° D O(j1j2). Mit den Ab-
schitzungen von ji,j2 und j3 aus Satz 3.19 erhalten wir die Komplexititsbeschrei-
bung des Satzes. Die Aussage zum Speicheraufwand folgt mit dem selben Satz aus
#E! +#E; < j1 + jo.

O

Bemerkung 3.23. Ist der Einbettungsgrad d(q,l) gleich 1, so zeigt man analog, dass
die Komplezitit von Algorithmus 5 gleich log(1/(1 — /2))°Mg®M O (qg+o(1)) ist.

Der Fall [ ist gleich p

Ist [ gleich der Charakteristik von F,, dann berechnen wir aus einem Erzeugendensys-
tem E; von U; \ Uj+1 mit Algorithmus 2 eine Basis. Ist E; ein Erzeugendensystem von
Ui \ Ui41 mit einer Wahrscheinlichkeit grofer gleich e, dann berechnet Algorithmus 2
mit der selben Wahrscheinlichkeit eine Basis davon. Seien s; und m; fiir i € {1,..., 2}
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wie schon zuvor definiert. Wir erhalten folgenden Algorithmus, der fiir festes ¢ ein Er-
zeugendensystem von U; \ U 41 und daraus eine Basis berechnet.

Algorithmus 6 : Probabilistische Basisberechnung von U; \ U;4; fiir [ = p

Eingabe: o ¢ € (0,1), Klassengruppe C% von F/F,, Geschlecht g von F, s; und m;.
e hr = pfc mit ggT(p,c) = 1 und 2 mit p* maximale Ordnung in C%(p).
e B cine Basis von QY(F/F,) N Q8(F/F,), fiir i < z eine Basis Bij11 von U
andernfalls B,11 = {}.

Ausgabe: e Basis B; von U;, mit Basiselementen von U; \ Uj41, falls diese existieren,
der Form p(~1).[D] mit Ord([D]) = p’ sowie §; die Dimension von U; \ U1, jeweils
mit Wahrscheinlichkeit > ¢ korrekt.

1. B « {}

2: j1,j3 < Algorithmus 4(£2,1°, #B;y1, 8i, mi, g, d(q,1)) {IterationsgroRen}
3: for k=1,...,j3 do {Bestimmung eines Erzeugendensystems E; von U; \ Ujt1}
4:  Wihle Dy, zufillig aus C%

5. if pic- Dy, = [0] then

6: Fiige p~Ye- [Dy] in E; ein

7 end if

8: if #L1 = j; then

9: break

10: end if

11: end for

12: B; « Algorithmus 2(E;, B, Biy1, #Bis1 + | % ]){Basisberechnung}

13: return B;, #B; — #B;1+1

Analog zum Beweis von Satz 3.22 beweist man auch die Korrektheit von Algorithmus
6. Die einzige Besonderheit ist, dass wir in diesem Fall, wie Eingangs erwidhnt, nur ein
Erzeugendensystem berechnen und deshalb Algorithmus 4 mit 2 anstelle von € startern.
Mit Satz 2.15 kann man ebenso analog zeigen, dass die Komplexitit von Algorithmus
6 gleich g®M(log(¢))°MO(j3) + ¢°M (log(q))°MO(j1) ist. Mit den Schranken fiir j;
und js aus Bemerkung 3.20 folgt abschliefend, dass die Komplexitédt von Algorithmus
6

O (log(1/(1 = )W) gV (3.16)
entspricht. Es miissen O(log(1/(1—+/€))+g) viele Elemente aus C% gespeichert werden.

3.4.4 Berechnung von C%(I)

Unser Ziel ist es, die Klassengruppe C% eines Funktionenkorpers F//F, zu berechnen.
Wir beschreiben in diesem Teilabschnitt wie mit Hilfe der vorhergehenden Uberlegungen
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die I-Sylow-Gruppe C%(1) (= @jz-:l(Z/ljZ)‘sf) der Klassengruppe fiir einen Primteiler [
der Klassenzahl bestimmt wird. Bezeichne fortan PP die Menge der Primzahlen.

Algorithmus 7 : Probabilistische [-Sylow-Gruppen Berechnung

Eingabe: Klassengruppe C’% von F'/F,, g Geschlecht von F, I € P mit hp = [*c und
ggT(l,c) =1und e € (0,1).

Ausgabe: Basis B := {I'""'[D;,] | i € {1,...,2} und j; € {1,...,8;}} von C%[l] sowie
D, (Z/1'7)% (= C%(1)), beides mit hoher Wahrscheinlichkeit korrekt.

G — (0) triviale Gruppe
B,B «— {}
z « Algorithmus 3(C%, %¢c,£){I? ist maximale Ordnung in C%(1)}
iz, d—d(ql), s, —s, m,—0
n. < min{2g, s, — z + 1}{Obere Schranke von dimg, (C%[/])}
if [ =p then
B « Basis von Q°(F/F,) N Q°e(F/F,)
Nz #é
end if
ifszfz-nz then _
B, B « Algorithmus 5/6(¢, C%, g,d,%c, z, B, B, s, m.){ B Basis von C%[l]}
return B, (Z/I*Z)"
end if
while true do
HELP«+ false ‘
St 5= T 01 = £ @, VL))
if i > s; then{maximale Ordnung in @;Zl(Z/ljZ)‘SJ ist grofer als [}
dj—0firje{si+1,...,i}, i s;
Aktualisiere Index von 7;, s;, m; durch neues i
end if
mi — 30 (G — (1= 1))6;{I™ = #Cipa}
if © =1 then _
B « Algorithmus 5/6(g,C%, g,d, l°c, 2, B, B, s1,m1){B Basis von C%[[]}
return B,G @ (Z/1Z)*
else if s; =i -7; then N
B « Algorithmus 5/6(¢,C%, g,d, l°c, z, B, B, s;,m;){ B Basis von C%[l]}
return B,G & (Z/I'Z)"
end if
if s; —i < n; — 1 then{d; = 0 oder n; > dimg,(C%[]] \ Ui+1)}
TEMP+« n;, HELP« true{Angenommen §; # 0}
i — si — i+ 1{n; > dimg, (CR[I] \ Uiy1)}
end if
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if | # p then ~

B, B, 6; «— Algorithmus 5(¢,C%, g,d,l°c, z, B, B, s;, m;){ B Basis von U;}
else _

B, §; « Algorithmus 6(g, C%, g,1°c, 2, B, B, 5;,m;){ B Basis von U;}
end if
if 5; = 0 then

if HELP= true then

n; <~ TEMP{Annahme §; # 0 war falsch, Aktualisierung von 7;}

end if
else

G+ G (Z/I7){G = @jzi(Z/ljZ)‘sﬂ' mit hoher Wahrscheinlichkeit }
end if
i1 —1und 7 < niy1 — dit1

end while

Bemerkung 3.24. Mit Algorithmus 5/6 ist gemeint, dass im Fall | # p Algorithmus 5
mit der entsprechenden Eingabe gestartet wird und andernfalls Algorithmus 6. Firl = p
spielt der Einbettungsgrad d = d(q,1) keine Rolle.

Satz 3.25. Sei F'/F, ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g und l ein Primteiler dessen
Klassenzahl. Fir € € (0,1) berechnet Algorithmus 7 mit hoher Wahrscheinlichkeit die
Gruppenstruktur der 1-Sylow-Gruppe der Klassengruppe von F korrekt. Die Komplexitdt
des Algorithmus ist gleich

(log(1/(1 — v2)))°M gowe o <qg+0(1))

und die Anzahl der zu speichernden Divisorenklassen vom Grad 0 entspricht O(log(1/(1—

Ve)) +9).

Beweis. Wir betrachten den Fall I # p. Anschlieend wird | = p untersucht. Algo-
rithmus 5 berechnet zur Erinnerung fiir die I-Sylow-Gruppe der Klassengruppe mit
C%(1) = @jzl(Z/ljZ)‘sj fir i € {1,...,2} den Wert &; sowie eine Basis {I""'[D; ] |
v € {i,...,z} und j, € {1,...,8;}} des F;-Untervektorraumes U; von C%[l], so dass
({IDj,] | v €{i,...,z} und jy € {1,...,8;}}) isomorph zu @;Zi(Z/ljZ)‘;f ist. Durch
#10D . O%(1)) = #C; < 1%F™i wird die GroRe m; bestimmt. Ist @ = 2z, dann gilt
#C; = 1% und m, = 0.

In Teilabschnitt 3.4.1 haben wir bereits bewiesen, dass Algorithmus 3 in Abhéngigkeit
der Wahrscheinlichkeit € den Wert z richtig bestimmt, so dass [* die maximale Ordnung
in C%(1) ist. Nach Lemma 3.4 gilt dimg,(C%[l]) < 7, := min{2g, s, — z + 1}, also ist
s, = log;(#C%(1)) < zn.. Bei Gleichheit haben wir C%(1) = (Z/I*Z)": und Algorithmus
5 berechnet mit der entsprechenden Eingabe korrekt eine Basis B von U, = C%[I] mit
einer Wahrscheinlichkeit grofer gleich . Ist andererseits s, < zn, beginnt fiir ¢ = 2
die While-Schleife mit z > 1, denn bei Gleichheit wire 7, = min{2g,s, — z + 1} = s,
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und damit s, = zn, wie schon zuvor. Fiir z = s, gelte n, = min{2g, 1} = 1 und somit
ebenfalls s, = 2zn,. Wegen 2z < s, und 1, < s, — z + 1 wird direkt Algorithmus 5
gestartet, der wegen m, = 0 fiir die entsprechende Eingabe mit Wahrscheinlichkeit > ¢
den korrekten Wert §, und eine Basis von U, bestimmt. Da 7, eine obere Schranke von
dimg, (C%[1]) ist, beschréinkt 1,1 := 1, — . die Dimension von C%[I] \ U.,.

Wir zeigen, dass in der i-ten Schleife mit 1 < ¢ < z der Algorithmus eine Basis von Uj;
sowie den Wert d; mit einer Wahrscheinlichkeit grofser gleich € korrekt berechnet und
dass der Algorithmus terminiert. Wir betrachten die Gruppe G := @7 (Z.)17,)%

: A j=it+1
und definieren G; := @;:1(Z/ZJZ)5J', dann ist
A =Gaa;.

Seien fir j € {i+1,...,2} die Werte J;, j und 7; sowie eine Basis von U;1; in Abhén-
gigkeit von € korrekt berechnet. Dabei bezeichnet 7; eine obere Schranke der Dimension
von C%[I]\ Uj41. Wir werden entlang der Reihenfolge des Pseudocodes die Korrektheit
des Algorithmus beweisen.

Haben wir ¢ > s;, muss §; = 0 fiir j € {s; +1,...,4} gelten und 7 auf J; gesetzt sowie
7, s; und m; durch den neuen Index 7 aktualisiert werden. Da d; gleich Null gesetzt
wird fiir j € {s; +1,...,1}, bleiben die Werte 7;, s; und m; auch fiir den neuen Index
korrekt. Es gilt dann log;(#G;) = s; > 1.

Fiir 4 gleich 1 ist G; = (Z/IZ)% und damit C%(1) & G @ (Z/IZ)%. Algorithmus 5 be-
rechnet nun in Abhéngigkeit von € eine Basis von U;.

Da nach Voraussetzung n;+1 > dimp, (C%[l] \ Uit2) = n — Z§:i+2 0; = Z;ill 0; ist,
beschriankt 7; := m;41 — d;4+1 den Wert 2;111 §j — 8ip1 = dimp, (CU[]] \ Uis1), also die
Dimension von G;[l].

Die Anzahl I* der Elemente von G; muss kleiner gleich als 1" sein. Bei Gleichheit gilt
offensichtlich G; = (Z/I'Z)" und damit C%(l) & G & (Z/I*Z)". Mit Hilfe von Algorith-
mus 5 bestimmen wir anschliefend eine Basis von C%[l] in Abh#ngigkeit von e.

Fiir §; > 1 ist nach Lemma 3.3 s; —i > dimp, (Cp[l]) = >27_;,, §; — 1 = dimg, (Gi[l]) — 1.
Da nach Voraussetzung d; fiir j > ¢ in Abhéngigkeit von e korrekt ist, ist es auch
S$; = 8— ijiﬂ 70;. Wegen dimg, (G;[l]) < n; folgt aus s; —i < n; — 1, dass i oder n; zu
grok ist. Das heift, es gilt §; = 0, also gibt es kein Element in G; der Ordnung I* oder
wir haben 7; > dimp, (G;[l]). Angenommen ein Element der Ordnung [’ existiert (fiir
i = z ist die Existenz garantiert), dann ist ¢ korrekt und wir kénnen die Ungleichung
aus Lemma 3.3 zu dimp, (G;[l]) < s; — ¢ + 1 umformen und setzen n; :=s; —i + 1. Wir
merken uns den Wert der alten Schranke. Wegen s; > ¢ ist 7; > 0 und wir berechnen
mit entsprechender Eingabe in Abhingigkeit von ¢ den Wert §; mittels Algorithmus 5.
Ergibt sich §; = 0, dann hat G; mit Wahrscheinlichkeit > ¢ kein Element der Ordnung
I und wir miissen die neue Schranke 1; wieder mit der alten aktualisieren.

Ist §; > 0, dann ist die i-te zyklische Komponente von C%(I) bis auf Isomorphie in
Abhingigkeit von ¢ gerade (Z/I'Z)%. Setzten wir G := @;Zi(Z/ljZ)‘sj und definieren
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Gi_1:= @;;11 (ZJVUZ)% sowie n;—1 := 1; — &;, dann berechnet Algorithmus 7 im niichs-
ten Schritt §;—; und eine Basis von U;_1 in Abhéngigkeit von € korrekt.

Nach maximal z Wiederholungen ist ¢ = 1 und der Algorithmus terminiert. Dann ha-
ben wir fiir jedes ¢ € {1,...,2} den Wert d; korrekt berechnet sowie eine Basis B von
C%[1], jeweils in Abhéngigkeit von e. Da Algorithmus 5 in jeder Schleife eine Basis der
Form {""'[D; ]|~ € {i,...,z} und jy € {1,...,8}} von U; bestimmt, ist B gleich
{I=YDj,] i€ {l,...,2} und j; € {1,...,8}}.

Gilt I = p dann wissen wir aus Teilabschnitt 3.4.3 von der Korrektheit von Algorithmus
6. In diesem Fall beweist man die Richtigkeit von Algorithmus 7 analog wie zuvor. Wir
analysieren nun die Komplexitit des Algorithmus:

Einmalig berechnen wir mittels Algorithmus 3 den Wert z, so dass I* die grofite Ordnung
in C%(1) ist. Nach Satz 1.18 gilt #C%(1) < hr < (\/g+1)* und damit z = O(glog(q)).
Fiir den Fall [ # p wird maximal z-mal Algorithmus 5 gestartet. Mit der Komplexitéts-
beschreibung von Algorithmus 3 und 5 aus Satz 3.6 beziehungsweise Satz 3.22 ergibt
sich damit fiir Algorithmus 7 im Fall [ # p ein Gesamtaufwand von

9°M10g(q)° V0 (log(1/(1 — £))) + (log(1/(1 = v/2)) " gD (g+0W)).

Ist | = p, dann berechnen wir zusétzlich zu Algorithmus 3 einmalig eine Basis von
QY(F/F,) N QP8(F/F,). Der Aufwand dafiir ist polynomiell in g und log(q). Anstelle
von Algorithmus 5 benutzen wir Algorithmus 6. Wegen (3.16) ergibt sich als Schranke
fiir die Komplexitit von Algorithmus 7 analog

9% log(q)1O (log(1/(1 — €))) + O (log(1/(1 — £)g7*O1) g,

Weil log(1/(1 —¢)) <log(1/(1 — \/¢)) ist, konnen wir die Anzahl der Operationen von
Algorithmus 7 in beiden Fillen durch

(log(1/(1 — \@»)0(1) gCW10M 0 <qg+0(l))

beschreiben. Der Speicheraufwand von Algorithmus 7 entspricht offensichtlich dem von
Algorithmus 5 und 6. O

Bemerkung 3.26. Ist der Einbettungsgrad d(q,l) von F beziiglich | gleich eins, dann
entspricht die Komplexitdt von Algorithmus 7 wegen Bemerkung 3.23

(log(1/(1 = v/&))) ™ g0 (g#+OW).

3.4.5 Berechnung der Klassengruppe

Zusammenfassend werden wir in diesem Teilabschnitt den ersten Algorithmus zur Be-
rechnung der Divisorenklassengruppe eines globalen Funktionenkdrpers beschreiben. Sei
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F' ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g iiber dem endlichen Kérper F; und hp dessen
Klassenzahl. Die Divisorenklassengruppe Cr von F ist isomorph zu C% & ([D]), wobei
[D] einen Divisor vom Grad 1 bezeichnet. Seien [y, ...,[, die Primteiler von hp, dann
gilt C% = P!, C%(;). Kennen wir die Gruppeninvarianten der /;-Sylow-Gruppen der
Klassengruppe fiir jedes ¢, dann kénnen wir die Gruppeninvarianten von C’% angeben.
Haben wir zusiitzlich ein minimales Erzeugendensystem von C%(l;) fiir jedes i, dann
konstruieren wir, wie in Bemerkung 3.1 beschrieben, daraus eines von C%. Durch Hin-
zunahme eines Divisors vom Grad 1 erhalten wir dann Cp.

Der folgende Algorithmus berechnet in Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeit € € (0, 1)
fiir den Funktionenkérper F', dessen Klassenzahl bekannt ist, die Struktur der Klassen-
gruppe. Damit meinen wir zur Erinnerung die Gruppeninvarianten ci, . .., ¢, € Z~>° und
Divisoren D1, ..., D, vom Grad 0 mit

Cp=([D1]) @ & ([Dn]) = (Z/c1Z) & - & (Z/cyL).

Algorithmus 8 : Probabilistische Klassengruppenberechnung

Eingabe: Klassengruppe C% eines Funktionenkorper F' vom Geschlecht g iiber dem
endlichen Korper Fy, hp die Klassenzahl von F und € € (0, 1).

Ausgabe: (Z/c1Z)®---®(Z/cnZ)(=2 C%) sowie ein minimales Erzeugendensystem von
C%, beides in Abhingigkeit von ¢ korrekt.

: for [ € P mit [|hr do
Berechne hp = [°c mit ggT(l,c) =1
B, G — Algorithmus 7(C%, g,1°c, ¢)
end for

return @ G, Y Bi{gemih der in (3.8) definierten Addition}
lhe ke

Bemerkung 3.27. Figentlich ist die Ausgabe von Algorithmus 7 eine Basis El von
CU1] der Form {I*"Y[D;,) | i € {1,...,2} und j; € {1,...,8;}}. Wir betrachten stattdes-
sen das minimale Erzeugendensystem Bj = {[D;,] |i € {1,...,z} und j; € {1,...,6;}}
der Gruppe C’%(l). Fiir die Komplexitdt des Algorithmus ist das irrelevant.

Satz 3.28. Sei F//F, ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g und die Klassenzahl hp
von F bekannt. Fiir € € (0,1) berechnet Algorithmus 8 die Struktur der Klassengruppe
von F'in Abhdngigkeit von € korrekt. Dessen Komplexitdt ist

exp(O((qlog(q))#) + (log(1/(1 — v/2))) "™ g®M g (ng(l)) 7

wobei B das Mazimum aller Primteiler von hp bezeichnet. Es miissen O(log(1/(1 —
Ve)) + g) Divisorenklassen vom Grad 0 gespeichert werden.
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Beweis. Die Korrektheit des Algorithmus folgt unmittelbar aus der Korrektheit von
Algorithmus 7 und den Uberlegungen zuvor. Da die Klassenzahl hr endlich ist, gibt es
auch nur endlich viele Primteiler davon. Folglich terminiert Algorithmus 8 nach endlich
vielen Schritten.

Um alle Primteiler | der Klassenzahl hr zu bestimmen mit dem Exponenten s, so dass
1? die Klassenzahl exakt teilt, faktorisieren wir hp. Nach [vzGG03, S.531| kann man das

beispielsweise mit dem Zahlenkorpersieb in exp(@(log(hp))%) Rechenoperationen rea-
lisieren. Informationen zum Zahlenkorpersieb finden sich in [LL93]. Da nach Satz 1.18

die Klassenzahl durch (/g + 1)29 nach oben beschrinkt ist, konnen wir den Aufwand

zum Faktorisieren der Klassenzahl mittels exp(O((g log(q))é) beschreiben.
Anschlieffend miissen wir fiir jeden Primteiler von hp Algorithmus 7 aufrufen. Die An-
zahl der Primteiler der Klassenzahl ist echt kleiner als log(hr) < log((1/q + 1)*) und
damit gleich O(glog(q)). Zusammenfassend entspricht der Komplexitit von Algorith-
mus &8, wegen des im Satz 3.25 beschriebenen Aufwands von Algorithmus 7, gerade

exp(O((glog(q))?) + (log(1/(1 — v/2))) ™M g2 oMo (qgw(l)) 7

wobei # das Maximum aller Primteiler von hr bezeichnet. Der Speicheraufwand {iber-
trégt sich von Algorithmus 7. O

Bemerkung 3.29.

(i) Die Komplexitit des Zahlenkorpersiebes ist eine erwartete. Die Annahmen, die
dazu fihren, kénnen in [LL93, S.80-84] nachgelesen werden.

(1) Wollen wir unter den gleichen Voraussetzungen des letzten Satzes die Divisoren-
klassengruppe Cr bestimmen, miissen wir nur zusdtzlich zu Algorithmus 8 einen
Divisor vom Grad 1 berechnen. Benutzen wir [Hesed, Algorithm 33/, dann ist der
Aufwand dafiir polynomiell in g und log(q). Folglich ist die Komplezitit zur Be-
rechnung von Cp mittels Algorithmus 8 die gleiche wie in Satz 3.28.

(1) Ist fir jeden Primteiler | der Klassenzahl der FEinbettungsgrad d(q,l) gleich 1,
dann konnen wir wegen Bemerkung 3.26 die Komplexitat von Algorithmus 8 zu
Berechnung sowohl der Divisorenklassengruppe als auch der Klassengruppe durch

exp(é((g log(q))%) + (log(l/(l _ \@)))O(l) gO(l)O (q9+0(1))

beschreiben.

3.5 Struktur von C% ohne Erzeuger

In diesem Abschnitt werden wir eine vereinfachte Version von Algorithmus 8 vorstellen,
die ausschlieflich die Gruppeninvarianten der Klassengruppe eines globalen Funktio-
nenkorpers berechnet. Motivierend dafiir sind zum Beispiel die globalen elliptischen
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Funktionenkérper, also die globalen Funktionenkdrper vom Geschlecht 1. Betrachten
wir einen solchen Funktionenkérper F'/F,, dann gilt fiir die I-Sylow-Gruppe der Klas-
sengruppe C'% wegen (1.1)

CU(1) = (Z)IPZ) & (Z)1~2)7), (3.17)

wobei [* die Klassenzahl von F exakt teilt und [* die maximale Ordnung in C%(1) be-
zeichnet. Kennen wir s, dann kénnen wir mittels Algorithmus 3 in Abhéngigkeit von
einer Wahrscheinlichkeit € den Wert fiir 2z ermitteln und damit die Gruppeninvarianten
von C%(1). Sind s und z grok sowie (s — 2) klein, dann wird es verhiltnismiRig auf-
wendig ein Element in C%(1) durch zufélliges Wihlen zu finden, dessen 2. Komponente
gemif (3.17) multipliziert mit {*~*)~1 ungleich 0 ist. Das heift, die Konstruktion eines
Erzeugendensystems des 2-dimensionalen Fj-Vektorraumes C%[l], wie in Teilabschnitt
3.4.3 beschrieben, wird aufwendig und dadurch auch Algorithmus 7 und 8.

Verzichten wir auf die Berechnung von Erzeugern der Klassengruppe, dann konnen wir
in diesem Fall die Invarianten von C'%(l) ausschlieflich mit Algorithmus 3 bestimmen.
Das Ergebnis ist mit einer Wahrscheinlichkeit grofer gleich ¢ korrekt. Nach Satz 3.6
berechnen wir auf diese Weise die Gruppeninvarianten der [-Sylow-Gruppe der Klassen-
gruppe eines globalen elliptischen Funktionenkérpers mit dem Aufwand

3°Mog(q)°M (log(1/(1 — V&))"V,

Allgemein bestimmen wir mit Hilfe der folgenden Algorithmen die Gruppeninvarianten
einer Klassengruppe eines globalen Funktionenkdrpers, dessen Klassenzahl bekannt ist.
Zuerst stellen wir eine vereinfachte Version von Algorithmus 7 vor und anschliefend
beschreiben wir einen Algorithmus zur Berechnung der gesamten Klassengruppe eines
globalen Funktionenkérpers.

Algorithmus 9 : [-Sylow-Gruppen Berechnung ohne Erzeuger

Eingabe: Klassengruppe C’% eines Funktionenkorpers F//IF,, g Geschlecht von F', Prim-
teiler [ der Klassenzahl mit hp = I*c und ggT(l,c) = 1 sowie € € (0,1).
Ausgabe: @7_,(Z/I'Z)% (= C%(1)) mit hoher Wahrscheinlichkeit korrekt.

G — (0) triviale Gruppe,
B, B« {}
z « Algorithmus 3(C%, %¢c,e){l* ist maximale Ordnung in C%(1)}
i—z,d—d(ql), s, — s, my;—0
n. < min{2g, s, — z + 1}{Obere Schranke von dimp, (C%[1])}
if [ = p then
B — Basis von Q0(F/F,) N Q°8(F/F,)
Nz < #E
end if
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if s, = z-n, then
return (Z/1*Z)"
end if
while true do
HELP«+ false A
Si < S8 — Zj‘:pﬂ jéj{lsi =# @}zl(z/ljz)éj}
if ¢ > s; then {maximale Ordnung in @j-:l(Z/ljZ)‘sj ist grofer als [}
dj—O0furje{s;+1,...,i} und i —s;
Aktualisiere Index von 7;, s;, m; durch neues i
end if
mi =35 iy (5= (= 1)0;{I™ = #Ci11}
if © =1 then
return G & (Z/IZ)%
else if s; =i -7; then
return G @ (Z/1'Z)"
end if
if s; —i <n; — 1 then {§; = 0 oder n; > dimp, (C%[I] \ Ui+1)}
TEMP+« n;, HELP«+ true{Angenommen §; # 0}
N —s;i—1+1
end if
if | # p then B
B, B, §; «— Algorithmus 5(¢,C%, g,d,l%c, z, B, B, s;, m;){ B Basis von U}
else B
B, §; « Algorithmus 6(¢,C%, g,1°c, 2, B, B, s;,m;){ B Basis von U;}
end if
if §;, =0 then
if HELP= true then
n; < TEMP{Annahme §; # 0 war falsch, Aktualisierung von 7}
end if
else
G — Ga(Z/I'T){G = @;T:Z-(Z/NZ)‘SJ‘ mit hoher Wahrscheinlichkeit }
end if
i1 —1und n; < N1 — 0ip1
end while

Bemerkung 3.30. Interessieren wir uns ausschlieflich fiir die Dimension der l-Tor-
sionsgruppe der Klassengruppe eines globalen Funktionenkdrpers, dann eignet sich der
letzte Algorithmus besonders gut. Im Kapitel 5 werden wir eine Anwendung aus der
algebraischen Geometrie diesbeziiglich vorstellen.
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Algorithmus 10 : Klassengruppenberechnung ohne Erzeuger

Eingabe: Klassengruppe C?; eines Funktionenkorpers F'/F,, Geschlecht g von F, hp,
Klassenzahl h von F und € € (0,1).

Ausgabe: (Z/c1Z) @ -+ @ (Z/cpyZ)(=2 C%) in Abhiingigkeit von e korrekt.
1: for | € P mit l[|hr do
2:  Berechne hp = [*c mit ggT(l,c) =1
3: Gy« Algorithmus 9(C%, g,1°c, €)
4: end for
5: return Py, Gi

Da die letzten beiden Algorithmen nur Spezialfille von Algorithmus 7 beziehungsweise
8 sind, folgt ihre Korrektheit unmittelbar. Die Komplexitatsbeschreibung tibertragt sich
ebenfalls. In Kapitel 4 werden wir sehen wie schnell die zuvor beschriebenen Algorithmen
im praktischen Vergleich sind.

3.6 Nicht-probabilistischer Algorithmus

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir einen probabilistischen Algorithmus be-
schrieben, welcher die Struktur der Klassengruppe beziehungsweise der Divisorenklas-
sengruppe eines globalen Funktionenkdrpers F' berechnet.

Sei nun angenommen, dass S = {[Di],...,[Dy]} ein Erzeugendensystem der Klas-
sengruppe C’% eines Funktionenkorpers F' vom Geschlecht g iiber [, ist. Sei dabei
q = p¥ und p eine Primzahl sowie k& € Z>°. Wir werden im Folgenden einen nicht-
probabilistischen Algorithmus vorstellen, der die Struktur von C’% bestimmt. Damit
meinen wir die Gruppeninvarianten sowie ein minimales Erzeugendensystem von C%.
Durch Hinzunahme eines Divisors vom Grad 1 erhalten wir die Divisorenklassengruppe
CF. Auch hier sei vorausgesetzt, dass die Klassenzahl hr bekannt ist. Weiter nehmen
wir an, dass die Repréisentanten der Divisorenklassen aus S den Annahmen aus Teilab-
schnitt 1.5.2 geniigen.

Wie zuvor werden wir zuniichst wegen C% = EB” hp C%(1) einen Algorithmus beschrei-
ben, der fiir einen Primteiler [ der Klassenzahl die Struktur einer I-Sylow-Gruppe C%(1)
von C% berechnet. Anschliefend kénnen wir dariiber einen Algorithmus zur Berechnung
der Klassengruppe entwickeln. Sei C%(1) = @7_,(Z/1'Z)% Wir nehmen zur Beschrei-
bung des Algorithmus die folgende Unterteilung vor:

1. Firi € {1,...z}: Konstruktion von Erzeugendensystemen E; der F;-Vektorrdume
U; == {1°"V[D] | [D] € Cp(1) und Ord([D]) = I'} U {[0]} < CR[I

aus einem Erzeugendensystem S von C'% und anschliefend die Berechnung einer
Basis davon.
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2. Berechnung von C%(l) aus einem Erzeugendensystem S von C%.

3. Berechnung von C’% aus einem Erzeugendensystem S von C’% durch das Zusam-
menfiigen vorheriger Ergebnisse.

3.6.1 Konstruktion von Erzeugendensystemen

Sei O%(1) 2 @:_,(Z/1'Z)% die I-Sylow-Gruppe von C% fiir einen Primteiler I der Klas-
senzahl und S ein Erzeugendensystem der Klassengruppe. Wir definieren

E;(S) :={I""Y¢[D] | [D] € S und Ord(c[D]) = I},

wobei hp = [°c mit ggT(l,c) = 1 gelte. Erzeugen fiir i € {1,..., 2} die Mengen E;(S)
die Fi-Vektorraume U; und setzen wir U,41 := {}, dann kénnen wir Basen B; der Form
{I'-1[Dy], - .. ,liil[Diéi]} der Vektorrdume U; \ U;y1 berechnen und somit eine Basis
By :={I""1[D;]|i€e{1,...,2} und j; € {1,...,8;}} von C%[]]. Folglich ist die Menge

{[Dj]1ie{l,...,;z}und j; € {1,...,4;}}

ein minimales Erzeugendensystem von C%(l). Im Allgemeinen erzeugen die Mengen
E;(S) aber nicht die Vektorraume U; \ Uj41.

Im Folgenden beschreiben wir ein Verfahren, dass fiir ¢« € {1,...,2}, beginnend mit
i = z, Mengen S; aus S erzeugt mit der Eigenschaft

SpannFl (EZ<Sz)) = UZ' \ Ui+1-

Fiir die anschliefenden Uberlegungen benétigen wir die nachfolgenden Definitionen. Sei
G eine abelsche Gruppe, die isomorph zu @;_,(Z/ I'Z)% ist. Fiir ein Erzeugendensystem
S von G definieren wir die Mengen

(i) Ei(S):={1"Vs|se S und Ord(s) = I} und
(ii) U; :={10"Vg|g e G und Ord(g) = I} U {0}.

Sei {b1,...,b,} C G, so dass die Elemente von B := {I**=1by,...,1°>71b,} linear unab-
hiingig in G[l] sind. Gelte i < ¢; fiir j € {1,...,n} und [*"*s € Spann(B), dann gibt es
ganze Zahlen 0 < Aq, ..., A, <1 —1 mit

[ls = NI <= s = M\I97'b; + Ri(s),
7j=1 7j=1

wobei die Ordnung von Rp(s) € G echt kleiner als I° ist. Wir definieren

Rp(s) :=s5— Y Ml 7'b (3.18)
j=1
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und nennen es den Rest von s beziiglich B. Beschreibe G den zu @?ZQ(Z/ZZZ)(S"
korrespondierenden Teil von G, wobei fiir a > b die Gruppe G, der trivialen Gruppe
entspricht.

Definition und Satz 3.31. Gelte die Notation von eben und sei S ein Erzeugenden-
system der Gruppe G. Dann ist E,(S) ein Erzeugendensystem des ;- Vektorraumes U,,.
Fiir eine Basis B := {I*"1b1,...,1*7'b,} von U, definieren wir die Menge

Sp(S):={se€ S| O0rd(s) <l*} U{Rp(s) | s € S und Ord(s) = I*}.
In diesem Fall erzeugt {lby,...,lb,} U SB(S) die Gruppe

G = (b)) ® - @ (Ibn) ® G121

Beweis. Sei S’ := {s € S| Ord(s) = I*}. Da z maximal ist, gilt G, . = (S’) und wegen
E.(S") C E.(S) folgt die erste Behauptung.
Sei g € G’ C (S) beliebig. Wir kénnen g mit ganzen Koeffizienten schreiben als

g= Z/\isi + Zﬁjgj
i J

mit s;,8; € S und Ord(s;) = I sowie Ord(3;) < [*. Das heift, es gilt I*71s; €
Spann(B) fiir jedes . Nach (3.18) kénnen wir s; schreiben als s; = >, vxbr + Rp(s:)
mit Ord(Rp(s;)) < I* und ganzen Koeffizienten 7. Folglich gibt es ganze Zahlen «a;, n
und 3; mit

9=>_ aibi+ Y mRp(sk)+Y_ B
i k J

Die Ordnung von g ist kleiner als I* sowie Ord(>_, mxRp(sk)) und Ord(}_; B;5;). Also
gilt Ord( ), ab;) < I7. Weil (by) @ -+ ® (bn) = (Z/IPZ)" ist, muss [ die Koeflizienten
«; teilen. Das heifst, wir haben «; = @yl fiir alle ¢ und

g=> dilbi+> mRp(st)+ Y _ 8% € ({Ibr,..., b} USE(S)).
i k J

O

Korollar und Definition 3.32. Seien S ein Erzeugendensystem der abelschen Gruppe
G mit G = @7_,(Z/I'Z)% und By := {1 bj,, ..., ljflbjnj} Basen der Vektorrdume Uj
firje{i+1...,z} gegeben. Wir definieren

S {SBMSBHQ(- (Sp.(8))...)) fir i <z

L S fur i=z.

Dann beinhaltet die Menge E;(S;) ein Erzeugendensystem von U; \ Uj+1 beziehungsweise
von U, firi=z.
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Beweis. Ist ¢ = z, dann folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 3.31. Sei ¢ €
{1,...2 — 1} beliebig und j € {¢ +1...,2}. Wir betrachten die Basis B; von U; und
definieren die Untergruppe

j—1
Gj1:=(Ibj)) ® - @ (Ibj, ) ® G1j1 = (Z/V'2)" & P(Z/1"2)™
k=1

von G. Mit Satz 3.31 folgt induktiv, dass die Mengen S’vj,l = {lbj,, .. .,lbjnj} USj_1
Erzeugendensysteme der Gruppen Gj_; sind. Dann ist insbesondere S; ein Erzeugen-
densystem von G;. Weiter gilt nach Satz 3.31, dass E;(S;) = {I'"'s | s € S;} ein
Erzeugendensystem von U; beinhaltet. Da B;y; C E;(.S;) eine Basis von U;11 C U; ist,
beinhaltet F;(S;) ein Erzeugendensystem von U; \ Uj1. O

Die Vorgehensweise zur Berechnung eines minimalen Erzeugendensystems der Gruppe
G ist die folgende:

Sei S ein Erzeugendensystem der Gruppe G = @7 ,(Z/I'Z)%. Zuerst berechnen wir
eine Basis B, aus dem Erzeugendensystem E.,(S) von U, und bilden S, 1 = S B.(9).
Nach Korollar 3.32 beinhaltet diese Menge eine Basis B,_1 von U,_1\U,. Wir definieren
B, 1 := B,UB, 1 und bilden damit S, 2. Anschliefend bestimmen wir aus E, 2(S5,2)
eine Basis B,_2 von U,_2 \ U,_1 und setzen B,_» gleich B,_1UB,_5. Nach maximal z
Schritten erhalten wir fiir i € {1,...,z — 1} Basen B; und B, fiir i = z, so dass

B:=B.UB, 1U---UB; ={I""j, |ie{l,...,z} und j; € {1,...,8;}}

eine Basis von G[l] ist und {b;, | i € {1,...,2} und j; € {1,...,0;}} ein minimales
Erzeugendensystem der Gruppe G.

Berechnung von 5;

Wir betrachten nun wieder fiir den Funktionenkérper F//F, mit ¢ = pF die Klassen-
gruppe C'% mit einem Erzeugendensystem S. Sei fiir den Primteiler [ der Klassenzahl
CV(1) die I-Sylow-Gruppe von C%. Tst C%(1) isomorph zu @;_,(Z/I'Z)%, dann beinhal-
ten die Mengen F;(S;) fiir i € {1,...,z}, wie eben definiert, Erzeugendensysteme der
F;-Vektorrdaume U; \ U411, dabei gilt U,41 = {}. Wie zuletzt beschrieben, kénnen wir
dariiber ein minimales Erzeugendensystem von C'%(l) ermitteln und damit die Struktur
von C%.. Zur Berechnung von S; mit ¢ € {1,...,2 — 1} miissen wir Rp,,,([D]) bestim-
men fiir alle [D] € S;+1 der Ordnung [**1, wobei B;;1 eine Basis von U;11 bezeichnet.
Wir stellen nun eine Mdéglichkeit vor die Elemente Rp,,, ([D]) zu berechnen. Zunéchst
betrachten wir den Fall, dass [ # p ist und anschliekend, dass [ = p gilt. Sei in beiden
Féllen B := {l'[D1],...,l'[D,]} eine Menge linear unabhiingiger Elemente aus C%[].
Wir wollen Rp([D]) fiir I'[D] € Spann(B) berechnen. Wir nehmen zunichst an, dass
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der Einbettungsgrad d(q,l) gleich 1 ist. Den Fall d(q,l) > 1 verschieben wir auf spi-
ter. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass wir {0, ..., — 1} als Vertretersystem des
endlichen Korpers F; auffassen und damit A € F; auch als ganze Zahl interpretieren
kénnen.

Primteiler [ ist ungleich p
Sei E := {[E1],...,[En]} eine Menge von Reprisentanten linear unabhéngiger Elemente

aus C%/1CY%, so dass die Tate-Lichtenbaum Paarung 7 eingeschrinkt auf die Menge
Spann(B) x Spann(E) nicht-ausgeartet ist. Nach (3.18) gilt

Rp([D]) = [D] - Z Aj[Dj]

mit A\; € ;. Also miissen wir um Rp([D]) zu bestimmen, lediglich die \; berechnen.
Aquivalent dazu kénnen wir die letzte Gleichung schreiben als

> \lD;) = [D]. (3.19)
j=1
Fir k € {1,...,n} erhalten wir
D NTI[D;), [E)) = Ti(I'[D], [E))
j=1
und bekommen somit ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten A;.

Primteiler [ ist gleich p

Indem wir, wie in Abschnitt 2.2 beschrieben, die Isomorphie der F,-Vektorriume C%[p]
und Q°(F/F,) N Q°8(F/F,) ausnutzen, berechnen wir fiir I{D] und fiir die Elemente
aus B die Koordinatenvektoren vp,vp,,...,vp, in Fy' mit m := dimg,(CR[p]). Die
Gleichung (3.19) entspricht nun

n
vp = g )\ijj.
Jj=1

In diesem Fall l6sen wir also auch ein lineares Gleichungssystem um Rp([D]) zu berech-
nen.

Bemerkung 3.33. In unserem Fall ist B = B;41 eine Basis von Uiy1 der Form
(07D ) | v e {i+1,...,2} und jy € {1,...,8;}}. Indem wir Dj, = D~0+DD;
setzen, erhalten wir Bit1 = {li[lw)jy] | vy e {i+1,....2} und j, € {1,...,0;}}. In
diesem Sinn werden wir im Folgenden Rp, ([D]) fir I'[D] aus U;y1 berechnen.
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Algorithmus

Sei F'/F, ein Funktionenkorper vom Geschlecht g und ¢ = p¥ sowie S ein Erzeugenden-
system von C%. Gelte C%(1) = @7_,(Z/I'Z)% fiir einen Primteiler [ der Klassenzahl.
Fir ¢ € {1,..., 2z} berechnet der folgende Algorithmus die Divisoren Dy, ..., Ds, vom
Grad 0, so dass ([D1]) @ --- @ ([Ds,]) = C%(1);; ist. Fiir einen Divisor D vom Grad 0
mit Ord([D]) = I"™ definieren wir e([D]) := m. Sei der Einbettungsgrad d(q,!) immer
noch 1. Wir schreiben wieder, statt der Klasse [D] + IC% € C%/ICY%, der Einfachheit
halber den Reprisentanten [D] hin, wir meinen aber eigentlich dessen Klassen.

Algorithmus 11 : Basisberechnung von U;

Eingabe:
.Bi+1 = {le([Dai])il[DOéi] ‘ (S {17 Tt 7n}} mit <[Da1]> G- D <[‘Dan]> = C%(l)i-i-l,z
fiir i = 2 sei B,y1 1= {}
o Fiir | # psei Eiyy = {[E1],...,[En]} eine Menge linear unabhingiger Elemente in
CY%/1CY%., so dass T; eingeschriinkt auf Spann(B;41) X Spann(E;,1) nicht-ausgeartet

ist (fiir i = z sei Ejy1 :={}) und fiir [ = p sei E;,; eine Basis des F,-Vektorraumes
QU (F/F,) NQLs(F/F,).
eS; Erzeugendensystem von [“Pai)=[D, T @ ... @ 1P~ [D, ] @ C%1); ;.
S Erzeugendensystem von C'%(1) sowie n; eine obere Schranke von &;.

Ausgabe:
B i= Byt U1 (D), 61Dy ]} mit ([Di]) @ -+ & ([Dy)) = O,
oF; Menge von linear unabhingigen Elementen aus C%/IC%, so dass T} einge-
schrinkt auf Spann(B;) x Spann(E;) nicht-ausgeartet ist, fiir [ = p gilt E; = Ej4q.
S;_1 Erzeugendensystem von (y1[Da,]) ®- - - & (Yn[Da,]) @ ({[D1]) & - - - ® (I[Ds,]) &
C’%(l)l,i,1 mit Y= le([Daj])_(i_‘—l) fir j € {1, ce ,TL}.

E;(S;) « {I'/Y[D] | [D] € S; und Ord([D]) = I*}{Erzeugendensystem von U; \ U; 41}
Bi, Ez — Algorithmus 1/2(Bi+1, Ez(Sz)a Ei+1, S, nz){Bl ist Basis von UZ}
Si—1 < {[D] € S; | Ord([D]) < I*} U{Rp,([D]) | [D] € S; und Ord([D]) = I’}
if [ = p then
E; « Ei—i—l
end if
return B;, E‘i, Si—1

Bemerkung 3.34. Mit Algorithmus 1/2 ist gemeint, dass fir l # p Algorithmus 1 mit
der entsprechenden FEingabe gestartet wird und andernfalls Algorithmus 2. Fir | = p
spielt das Erzeugendensystem S keine Rolle.

Korrektheit und Komplexitét:

Da S ein Erzeugendensystem von C% ist, erzeugen die Elemente [D] +IC% mit [D] € S
die Gruppe C%/IC%. Weil Algorithmus 1 mit den Repriisentanten der Elemente von
C%/1CY rechnet, ergibt die obige Eingabe fiir Algorithmus 1 Sinn. Die Korrektheit des
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Algorithmus 11 folgt aus den Uberlegungen zuvor. Wir analysieren die Komplexitit.
Im Beweis von Satz 3.6 wurde gezeigt, dass der Aufwand zur Berechnung der Ordnung
eines Elements [D] aus C%(1) polynomiell in g und log(gq) ist. Folglich ist die Anzahl
der Rechenoperationen um die Menge F;(S;) zu bestimmen polynomiell in g und log(q)
sowie linear in #5;. Wegen d(q,[) = 1 ist nach Satz 2.7 die Komplexitit zur Berechnung
von B; und E; im Fall I # p durch Algorithmus 1 gleich g 1og(q)?MWO(#SHE;(S;)).
Zur Bestimmung von S;_;1 berechnen wir maximal #S;-mal Rp,([D]). Fiir | # p ent-
spricht der Aufwand dafiir wegen dimp, (C%[l]) < 2g dem hochstens ((2g)? +2g)-maligen
Auswerten der Tate-Lichtenbaum Paarung 7; und dem Losen eines quadratischen linea-
ren Gleichungssystems iiber F; mit hochstens 2g Gleichungen. Im Beweis von Satz 2.7
haben wir gezeigt, dass der Aufwand zum Auswerten von 7} polynomiell in g und log(q)
ist, wenn wir annehmen, dass die Représentanten der Divisorenklassen den Vorausset-
zungen aus Teilabschnitt 1.5.2 geniigen. Das lineare Gleichungssytem kann in O(g?)
Rechenoperationen gel6st werden. Letztendlich ist die Komplexitat zur Berechnung von
S;_1 gleich g®M log(q)®MO(#S;). Der Fall I = p ist in jedem Teilschritt von Algo-
rithmus 11 weniger aufwendig, somit spielt er bei dieser Analyse keine Rolle. Nehmen
wir an, dass #S; = O(#S) gilt, dann ist die Anzahl der von Algorithmus 11 insgesamt
benétigten Rechenoperationen, wegen #FE;(S;) = O(#15S;), gleich

O(#5%) log(q) Mg M. (3.20)

Bemerkung 3.35. Wir werden spiter zeigen, dass in unserem Fall #S;11 = O(#5S) ist.
Dabei bezeichnet dann S ein Erzeugendensystem von C'%. Ist #S grof8, dann ist es auch
der Aufwand von Algorithmus 11, insbesondere im Fall | # p. Alternativ kénnen wir,
wie in Teilabschnitt 3.4.2 beschrieben, abhdngig von € € (0,1) ein Erzeugendensystem
E wvon C%/1CY bestimmen und Algorithmus 1 mit E statt S starten. Damit erhalten
wir dann eine probabilistische Variante von Algorithmus 11, dessen Komplexitit wegen

Satz 8.19 gleich O(log(1/(1 — \/€))#5) log(q)°M g®M) ist.

3.6.2 Berechnung von C%(l)

Sei F' ein Funktionenkérper vom Geschlecht g iber dem endlichen Korper F, mit g = "

Wir kénnen nun als Resultat des letzten Teilabschnittes einen Algorithmus beschreiben,
der fiir einen Primteiler [ der Klassenzahl Ar und ein Erzeugendensystem S der Klas-
sengruppe C'% die Struktur der [-Sylow-Gruppe C%(l) berechnet.

Algorithmus 12 : [-Sylow-Gruppen Berechnung

Eingabe: S := {[D1],...,[Dy]} mit (S) = C%, g Geschlecht von F, [ Primteiler von
hp mit d(q,l) =1 und hr = I°c sowie ggT(l,c) = 1.

Ausgabe: B := {I’""}[D;] |4 € {1,...,2} und j; € {1,...,4;}} Basis von C%[I] und
D1 (Z/1'2)" = CR(1).
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G — (0) triviale Gruppe
S, —A{c[Di]lie{l,...,f}}
Bepr A}, Ba1 — {}
z < max{log;(Ord([D])) | [D] € S, }{I* ist maximale Ordnung in C%(1)}
1. < min{2g, s, — z + 1}{Obere Schranke von dimg, (C%[/])}
if [ = p then
E..1 — Basis von QU (F/F,) NQls(F/F,)
N — #E. 11
end if
if s, = z-n, then B
B, «Algorithmus 11(B,+1, Ez41, Sz, Sz, n:){ B Basis von C%[[]}
return B, (Z/I*7)"-
end if
while true do
HELP«+ false
si = 8= 25 J0{1% = #Cp(Dra}
if i > s; then {maximale Ordnung in @;Zl(Z/ljZ)éj ist groker als 1%}
dj—0firje{si+1,...,i}, i s;
Aktualisiere Index von 7;, s;, Bit1, Ei+1, S; durch neues @
end if
if © =1 then
By «Algorithmus 11(Bs, E2, S, S., #Bs + s1){ B Basis von Co%0}
return B1,G & (Z/1Z)*
else if s; =1-1m; then _
B; —Algorithmus 11(BZ'+1, FEit1,5:,5,, #Biy1 + L%’J){B Basis von C% [l]}
return B;, G ® (Z/1'Z)"
end if
if s; —i <mn; — 1 then {0; =0 oder n; > dimFl(C%[l] \Uit1)}
TEMP«+ n;, HELP« true{Angenommen ¢; # 0}
n— S —1+1
end if
B;, EZ', Si—1 <—Algorithmus 11(Bi+1, Ei+1, S;, 5., #Bi+1 + L%J ){B Basis von UZ}
if #Bz = #Bi-i-l then
if HELP= true then
ni < TEMP{Annahme §; # 0 war falsch, Aktualisierung von n;}
end if
else
G Go LNTHG = B (Z/HT)D)
end if
i+ i—1und n; < nir1 — diy1
end while
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Satz 3.36. Sei F/F, ein Funktionenkirper vom Geschlecht g, dessen Klassenzahl be-
kannt und | ein Primteiler davon. Erzeugt S die Klassengruppe C%, dann berechnet
Algorithmus 12 die Struktur von C%(1) und bendtigt dafiir

O(#57) log(q)7 gV
Rechenoperationen. Der Algorithmus speichert O(#S) Elemente aus C'%..

Beweis. Wir schreiben hp = 1°c mit ggT(l,c) = 1. Sei C%(1) = @7_,(Z/I'Z)%. Da
S ein Erzeugendensystem von C% ist, erzeugt ¢S = {c[D] | [D] € S} die Gruppe
C%(1). Folglich muss es ein Element der Ordnung /* in ¢S geben. Da Algorithmus 12
im Grunde aus Algorithmus 7 entsteht, indem wir Algorithmus 5/6 durch Algorithmus
11 austauschen und sowohl Algorithmus 7 als auch Algorithmus 11 korrekt terminieren,
zeigt man die Korrektheit von Algorithmus 12 analog zum Beweis von Satz 3.25.

Fir i € {1,...,z} bezeichnet S; ein Erzeugendensystem der Untergruppe G,_; von
C%(1), die isomorph zu @;;11 (ZJVZ)% @ (Z/I1Z)™ ist mit n; 1= >_i—;0j. Definieren
wir S, := ¢S, dann berechnet Algorithmus 11 beginnend mit ¢ = z mittels S; das
Erzeugendensystem S;_1 mit #S5;,_1 < #5;. Folglich gilt #S; = O(#S5) fiir jedes i.
Hochstens s-mal wird Algorithmus 11 gestartet. Wegen s < log;(hr) = O(glog(q)) und
(3.20) ist die Komplexitédt von Algorithmus 12 gleich

O(#5?) log ()M g®M).

Da wir fiir jedes 7 die Menge S; und S abspeichern miissen, ist die Anzahl der zu
speichernden Divisorenklassen vom Grad 0 gleich O(#5). O

Bemerkung 3.37. Benutzen wir alternativ die probabilistische Variante von Algorith-
mus 11 aus Bemerkung 3.35, dann erhalten wir eine probabilistische Version von Algo-
rithmus 12. Fir ¢ € (0,1) beschreibt

O(log(1/(1 — v/2))#5) log(q) " g7

dessen Komplexitit und O(#S) dessen Speicheraufwand, gemessen in Elementen aus
o,

Der Fall d(q,1) > 1

Wenn der Einbettungsgrad von F/F, beziiglich eines Primteilers [ der Klassenzahl un-
gleich 1 ist, miissen wir, wie in Teilabschnitt 2.1.3 erklart, alle Rechnungen, welche die
Tate-Lichtenbaum Paarung verwenden, statt in C’% in C%, durchfiihren, wobei F’ eine
Konstantenkorpererweiterung von F' vom Grad d(q,l) bezeichnet. Dann ist der Auf-
wand jedes Schrittes von Algorithmus 12 polynomiell in log(¢ "), also polynomiell in
d(q,1). Nach Satz 2.10 gilt d(q,1) < I—1. Der Primteiler [ ist kleiner gleich hr und wegen
hp < (/g + 1)%9 haben wir [ = O(q?). Das bedeutet die Komplexitét von Algorithmus
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12 ist fiir d(q,!) > 1 polynomiell in ¢9. Des Weiteren bendtigen wir ein Erzeugendensys-
tem S’ der Klassengruppe C%, der Konstantenkérpererweiterung F” von F vom Grad
d(q,l) fir jeden Primteiler [ der Klassenzahl mit d(q,l) > 1.

Zusammenfassend l&ft sich im Allgemeinen mit den eben beschriebenen Methoden im
Fall d(q,l) > 1 die Klassengruppe nicht mehr effizient berechnen. Ist  klein und kann
man Erzeugendensysteme von Klassengruppe von Funktionenkdrpern mit grofem Kon-
stantenkdrper effizient berechnen, so ist es méglich C%(1) fiir d(g,1) > 1 mit einer &hnli-
chen Komplexitit wie in Satz 3.36 zu bestimmen. Wir gehen wegen der eben erwéhnten
Griinde nicht weiter auf diesen Fall ein.

3.6.3 Berechnung der Klassengruppe

Wir fiigen nun die Ergebnisse der letzten Teilabschnitte zusammen. Sei F)/F; ein Funk-
tionenkorper und C’% dessen Klassengruppe. Der folgende Algorithmus berechnet aus
einem Erzeugendensystem S der Klassengruppe ihre Struktur. Damit meinen wir die
Gruppeninvarianten ¢, ..., ¢, € Z9 und Divisoren Dy, ..., D, vom Grad 0 mit

Cp=([D1]) @ @ ([Dn]) = (Z/c1Z) & - & (Z/cnZ).

Algorithmus 13 : Klassengruppenberechnung

Eingabe: S Erzeugendensystem von C%, hp die Klassenzahl von F, so dass d(q,1) = 1
fiir alle Primteiler [ von hp gilt und g das Geschlecht von F'.
Ausgabe: Die Struktur von C%.

1: for [ € P mit l|hp do

2:  Berechne hp = [°c mit ggT(l,c) =1

3 B,G— Algorithmus 12(C%, g,1°c, S)

4: end for

5: return @y, Gi >y, Bi{gemiR der in (3.8) definierten Addition}

Bemerkung 3.38. Auch hier ist die Ausgabe von Algorithmus 12 eigentlich eine Basis
By von CU[l] der Form {I""Y[D;]) |i € {1,...,2} und j; € {1,...,8;}}. Wir betrachten
stattdessen {[Dj,] | i € {1,...,2} und j; € {1,...,8;}} das minimale Erzeugendensys-
tem von C%(1).

Satz 3.39. Sei I’ ein Funktionenkérper vom Geschlecht g tiber F, und dessen Klassen-
zahl bekannt. Gelte d(q,l) = 1 fiir jeden Primteiler | der Klassenzahl, dann berechnet
Algorithmus 13 die Struktur der Klassengruppe von F'. Dessen Komplexitit entspricht

~ 1
exp(O((glog(9))3) + O(#5%) log(q) M g
und die Anzahl der zu speichernden Elemente aus C% ist gleich O(#5).
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Beweis. Da die Korrektheit von Algorithmus 12 schon nachgewiesen wurde, beweist
man die Korrektheit von Algorithmus 13 analog zum Beweis von Satz 3.28. Ebenso
analog folgt wegen Satz 3.36 die Komplexitétsbeschreibung des Satzes und die Aussage
iiber den Speicheraufwand. O

Bemerkung 3.40. Verwenden wir in Algorithmus 13, statt Algorithmus 12, dessen
probabilistische Version aus Bemerkung 3.37, dann erhalten wir einen Algorithmus, der
in Abhdingigkeit einer Wahrscheinlichkeit € € (0,1), die Struktur von C% aus einem
Erzeugendensystem S berechnet. Dessen Komplexitat entspricht

exp(O((g10g(4))3) + O(log(1/(1 — V/E))#5) log() Vg
und die Anzahl der zu speichernden Elemente aus C% ist gleich O(#5).

3.7 FErzeugendensysteme der Klassengruppe

Um die Klassengruppe eines Funktionenkérpers F' vom Geschlecht g iber dem endli-
chen Kérper F, zu berechnen, benétigen wir fiir die im letzten Abschnitt beschriebenen
Algorithmen sowie fiir [Tes98, Algorithm 2.1] und [BS05, Algorithm 2| ein Erzeugen-
densystem S. Wir stellen kurz zwei Moglichkeiten vor, um ein Erzeugendensystem S
der Klassengruppe zu bestimmen:

Variante 1

Nach [Hes99, S.45-46] besitzt die Klassengruppe C% von F ein Erzeugendensystem
{[D1],...[Dm]} mit m < 2g, so dass die Grade aller Stellen, die in den Tragern der
Repréasentanten D, ..., D,, vorkommen, durch

d := max{[2log, (49 — 2)], [2log,(29)] + 1}

nach oben beschrénkt sind. Durch die Wahl eines geeigneten Divisors A vom Grad 1
von F' erzeugt die Menge

S :={[P —deg(P)A] | P € Pr und deg(P) < d}

die Klassengruppe C'% von F. Berechnen wir mittels [Hesed, Algorithm 33] den Divisor
A, dann ist h(P — deg(P)A) = O((log,(9))?), supp(P — deg(P)4) = O(1) und das
Maximum der Grade, der in S vorkommenden Stellen, gleich O(log,(g)). Das rechtfertigt
die Annahme aus Teilabschnitt 1.5.2.

Nach [Sti93, S.170] ist die Anzahl der Stellen vom Grad r eines Funktionenkérpers vom
Geschlecht g iiber einem endlichen Kérper mit ¢ Elementen kleiner gleich

297 +q" + 1.
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Fir \/q > g gilt 29q2 +q" + 1 = O(q"). Folglich ist die Anzahl der Stellen von F vom
Grad kleiner gleich d durch

d .
(Z 292 +¢' + 1) = 0(¢")

i=1

nach oben beschriinkt, also gilt #S = O(¢'°8a(9)).

Bemerkung 3.41. Sei der Einbettungsgrad d(q,l) gleich 1 fiir jeden Primteiler der
Klassenzahl. Geben wir S, wie eben definiert, als Erzeugendensystem der Klassengruppe
C% wor, dann berechnet Algorithmus 13 daraus die Struktur von C%. Wegen Satz 3.39
1st die Anzahl der dafiir bendtigten Rechenoperationen gleich

exp(O((g1og(q))3) + O(¢%'°%(9)) log(¢) 0 g1,

Dabei miissen O(q?'°%4\9)) Elemente aus CY gespeichert werden.

Variante 2

Als Néchstes sei € € (0,1) und [D1],...,[Dy] zufédllig gewihlte Divisorenklassen vom
Grad 0 sowie Sy := {[D1],...,[Dg]}. Nach [ER65, Theorem 2| erzeugt Sj fiir k >
B(hp,e) (wie auf S.33 definiert) die abelsche Gruppe C% mit Wahrscheinlichkeit grofer
gleich e. Wihlen wir k als [B(hp,e)], dann ist #S; = O(B(hp,e)) = O(log(hr) +
log(1/(1 —¢))). Wegen Satz 1.18 ist die Klassenzahl gleich O(¢9) und damit

#S = O(glog(q) +log(1/(1 — ¢)).

Bemerkung 3.42. Sei der Einbettungsgrad d(q,l) gleich 1 fiir jeden Primteiler der
Klassenzahl und € € (0,1). Geben wir S, wie eben definiert, als Erzeugendensystem der
Klassengruppe C% von F wor, dann berechnet Algorithmus 13 daraus die Struktur von
C% mit einer Wahrscheinlichkeit gréfier gleich € korrekt. Wegen Satz 3.39 ist die Anzahl
der dafiir bendtigten Rechenoperationen gleich

exp(O((g10g(9))7) + O((log(1/(1 — €)))?) log(q) Vg™

und die Anzahl der zu speichernden Elemente aus C% gleich O(glog(q)+log(1/(1—¢))).

3.8 Vergleich der Algorithmen

In diesem Abschnitt diskutieren wir kurz die Komplexitidt von Algorithmus 8 und Al-
gorithmus 13 im Kontext der Konkurrenzfihigkeit zu den bestehenden Algorithmen
aus Abschnitt 3.1. Sei dazu F/F, ein Funktionenkdrper vom Geschlecht g und C% des-
sen Klassengruppe sowie S ein Erzeugendensystem von C’%. Da wir die Komplexitat
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der Algorithmen im Worst-Case miteinander vergleichen wollen, also den maximalen
Aufwand abhéngig von einem fest gewdhlten Funktionenkdrper F//F, und dessen Ge-
schlecht, spielen die Average-Case Komplexititen von Algorithmus [Tes98, Algorithm
2.1] und |Hes99, Algorithmus 5.5, die auf bestimmten Annahmen beruhen, in diesem
Diskurs keine Rolle.

Die neuentwickelten Algorithmen miissen zur Berechnung der Klassengruppe zuerst die
Klassenzahl von F' faktorisieren. Die erwartete Komplexitét dafiir ist, wenn wir das Zah-
lenkorpersieb verwenden, wegen hy = O(q9) gleich exp(O((glog(g))3). Im Allgemeinen
ist die Komplexitat der schnellsten Faktorisierungsalgorithmen zur Faktorisierung von
hr in der eben beschriebenen Grokenordnung. Ist die Klassenzahl grof, dann ist dies
auch der Aufwand zum Faktorisieren. Das heiftt, wenn die Ordnung der Klassengruppe
zu grok wird, scheitern die Algorithmen bereits an der Faktorisierung dieser. Deswegen
bieten im Allgemeinen die neuentwickelten Algorithmen keine Verbesserung der schon
bekannten asymptotischen Schranken fiir die Komplexitit zur Berechnung der Klassen-
gruppe eines globalen Funktionenkorpers.

Wir nehmen nun an, dass die Zerlegung der Klassenzahl in Primfaktoren bekannt ist
oder dass hp schnell faktorisiert werden kann. Nach Satz 3.28 ist dann der Aufwand
von Algorithmus 8 polynomiell im groften Primteiler | der Klassenzahl mit d(q,l) > 1.
Hat [ die Grokenordnung von hp = O(¢9), dann ist die Komplexitat von Algorithmus
8 polynomiell in ¢7 und es ergibt keinen Sinn dessen Aufwand mit dem der anderen
Algorithmen zu vergleichen. Wir betrachten also ausschliefslich den Fall, dass d(q, 1) fiir
jeden Primteiler [ der Klassenzahl gleich eins ist.

Selbst unter diesen Annahmen ist nach Bemerkung 3.29(iii) der Aufwand von Algorith-
mus 8 exponentiell in g+ O(1). Asymptotisch ist damit dessen Komplexitéit noch grofer
als die von [BS05, Algorithm 2|, welche nach (3.2) ,nur exponentiell in g ist. Im Ge-
gensatz dazu, ist der Aufwand von Algorithmus 13 in diesem Fall polynomiell in g und
log(q) sowie linear in #S. Das heift, in dieser speziellen Situation bietet Algorithmus
13 eine erhebliche Verbesserung der asymptotischen Schranken fiir die Komplexitét der
Berechnung der Klassengruppe eines globalen Funktionenkérpers.

Im anschliefenden Kapitel werden wir die praktischen Laufzeiten einiger der eben ge-
nannten Algorithmen vergleichen. Wir werden sehen, dass Algorithmus 8 und besonders
dessen vereinfachte Version Algorithmus 10 sowie Algorithmus 13 in vielen Fillen im
Gegensatz zu den anderen Algorithmen noch Ergebnisse liefern. Erklarend dafiir ist
deren geringer Speicheraufwand (gemessen in Divisorenklassen vom Grad 0). Dieser
ist fiir Algorithmus 8 und 10 mit ¢ € (0,1) logarithmisch in 1/(1 — /&) und linear
in g beziechungsweise fiir Algorithmus 13 linear in #S. Besonders die schon bekannten
und etablierten Verfahren aus [Hes99] und [BS05] miissen O(gq'°%\9)) beziehungswei-
se O(#S5(y/q)?) Elemente der Klassengruppe speichern. Dieser erhebliche Unterschied
wird sich im praktischen Vergleich widerspiegeln.

An dieser Stelle wollen wir nochmals erwdhnen, dass die verhdltnisméafig schlechte Kom-
plexitit von Algorithmus 8 eine Folge der ungenauen Abschétzungen der Wahrschein-
lichkeiten aus Teilabschnitt 3.4.2 ist. Des Weiteren haben wir zwischen dem Aufwand
zum Auswerten der Tate-Lichtenbaum Paarung und dem zum Rechnen in C’% nicht un-
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terschieden. Besonders Algorithmus 13 verwendet oft die Tate-Lichtenbaum Paarung.
Dagegen benutzt [Tes98, Algorithm 2.1] ausschlieflich die Gruppenoperationen in C'%.

3.9 Berechnung des Isomorphismus und des Diskreten Lo-
garithmus

Berechnung des Isomorphismus

In den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels haben wir Algorithmen beschrieben, die
Divisoren Dy, ..., D, vom Grad Null eines Funktionenkérper F//F, vom Geschlecht g
und positive ganze Zahlen cy, ..., c, berechnen, so dass

CY = (D) &+ & ((Da) 2 Z/e1Z8 - ©TfenZ i= G

gilt. Im Folgenden beschreiben wir eine Méglichkeit mit der Tate-Lichtenbaum Paarung
den Isomorphismus

YD) @@ ([Dn]) — G

zu berechnen. Seien ¢y, . .., g, die Erzeuger der zyklischen Komponenten von G. Da der
Isomorphismus ¢ durch ¥([D;]) = ¢; mit ¢ € {1,...,n} eindeutig bestimmt ist, miissen
wir, um fiir [D] € C% das Element ([D]) zu berechnen, Ay, ..., A, € Z finden, so dass

[D] = Z)\i[Di] (3.21)

gilt. Seien fiir einen Primteiler [ von hp die ganzen Zahlen s(1) und (1), so dass hp =
1°W¢(1) mit ggT (1, c(l)) = 1 gilt. Wir betrachten ¢(1)[D] und ¢(I)[Dy] fiir i € {1,...,n}.
Fiir alle diese Elemente, die ungleich Null sind, definieren wir [E;] := (Ord([D])/1)[D],
[Ey,] := (Ord([D])/1)[D;] und damit die Menge B; := {[E},],. .. [E,|}. Wir beschreiben

nun wie man A;,..., A\, € Z bestimmt, damit
n
ZIEDIRAA (3.22)
i=1

gilt. Haben wir fiir jeden Primteiler [ der Klassenzahl die Werte A;,...,\;,, € Z be-
rechnet, so dass (3.22) gilt, dann 18sen A; := 3, A, mit i € {1,...,n} die Gleichung
(3.21), da C% die direkte Summe ihrer I-Sylow-Gruppen ist.

Wie nehmen an, dass ¢(1)[D;] # [0] fiir alle i ist. Gilt ¢(I)[D;] = [0] fiir ein 4, dann setzen
wir das entsprechende A;, auf Null. Fiir ¢(1)[D] = [0] setzen wir alle \;, = 0. Aufgrund
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der letzten Festlegung ist die Menge B; eine Basis von C% [[]. Wir berechnen, wie in
(3.18) definiert, die ganzen Zahlen (1, ..., 31, , so dass

Ry = Rp ([E1]) Zﬁl [E3]
gilt. Dabei ist Ord(R;) < Ord([E;]). Als néchstes berechnen wir B2, ..., B2, € Z mit
Ry := Rp,(R1) = R1 — 2527-, [E3,],
i=1

wobei Ord(Rg) < Ord(R;) ist. Spétestens nach s(I) — 1 Schritten erhalten wir Ryq)_;
Wegen 1 < Ord(Ry()—1) < %},E{D < list Ord(Rq)—1) = 1 und damit Ry;)_; gleich
der Null in C%. Folglich gilt

S(Z) 1 n n S(Z) 1

El = ﬁzg El 51] El
7j=1 =1 =1 j=

[y
[y

Definieren wir \;, := Zj(:l)fl Bi; fir i € {1,...,n}, so erfiillen diese \;; die Gleichung
(3.22).

Im Teilabschnitt 3.6.1 wurde fiir [ # p und d(q,l) = 1 beziehungsweise [ = p beschrie-
ben wie f5;,,..., 0, fir i € {1,...,s(l) — 1} mittels der Tate-Lichtenbaum Paarung
berechnet werden kénnen. Der Aufwand dafiir ist fiir jedes ¢ wegen n < 2g polyno-
miell in g und log(q). Da sowohl die Anzahl der Primteiler von hp als auch s(I) durch
log((/g + 1)*) abgeschiitzt werden kann, ist der Aufwand zur Berechnung von ¢ ([D])
ebenfalls polynomiell in g und log(q).

Ist fiir einen Primteiler I der Klassenzahl der Einbettungsgrad d(q,l) > 1, dann miissen
wir, wie in Teilabschnitt 2.1.3 beschrieben, [D],[D1],...,[Dy] in C%, einbetten, wobei
F’ eine Konstantenkorpererweiterung von F' vom Grad d(q, 1) bezeichnet. Dann kénnen

n

wir, genauso wie eben beschrieben, A1, ..., A, € Z berechnen, so dass [D'] = Y7 | X[ D;]

(2

gilt. Hierbei bezeichne [D}] und [D’] das Bild von [D;] beziehungsweise [D] unter einer
Einbettung von C% nach C9%,. Berechnen wir auf diese Weise 1([D]), dann ist die Kom-
plexitét polynomiell in g und ¢log(q), wobei ¢ das Maximum aller Primteiler von hp

entspricht.

Diskreter Logarithmus

Seien [D1] und [D2] Elemente der Klassengruppe. Wir wollen den diskreten Logarithmus
von [Ds] zur Basis [D;] berechnen. Damit meinen wir die ganze Zahl d zwischen 0 und
Ord([D1]), so dass

d[D1] = [D2]
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gilt. Ist die Struktur der Klassengruppe C% bekannt, dann kénnen wir mittels des eben
beschriebenen Verfahrens zur Berechnung des Isomorphismus 1, die letzte Gleichung,
statt in C%, in Z/c1Z @ --- @ Z/c,Z betrachten. Aufgrund der einfachen Arithmetik
kénnen wir das Problem dip([D1]) = 9([D2]) dort effizient 16sen.



Kapitel 4
Beispiele

In diesem Kapitel betrachten wir einige Beispiele zur Berechnung von Klassengrup-
pen von globalen hyperelliptischen Funktionenkérpern. Die Algorithmen 8, 10 und 13
wurden mittels des Computeralgebrasystems MAGMA [BCP97| implementiert. Sowohl
[Hes99, Algorithmus 5.5] als auch [Tes98, Algorithm 2.1 stehen in MAGMA zur Verfii-
gung. Dabei ist der letzte Algorithmus in einer zu [Tes98] verdnderten Version imple-
mentiert. Die Eingabe dieser Version ist die Klassengruppe C'% sowie die Klassenzahl
hr eines globalen hyperelliptischen Funktionenkérpers F. Davon ausgehend wird ein
Erzeugendensystem S in Abhéingigkeit einer festen Wahrscheinlichkeit erzeugt. Daraus
berechnet [Tes98, Algorithm 2.1] eine Untergruppe G von C%. Gilt #G = hp, dann
ist G selbst die Klassengruppe und es wird terminiert. Andernfalls wird eine Menge
5" C CY% wie S erzeugt mit der Hoffnung, dass G’ := (S U S’) die Klassengruppe ist.
Bei Mifserfolg wird der letzte Schritt solange wiederholt bis ein Erzeugendensystem der
Klassengruppe gefunden und daraus ihre Struktur bestimmt wurde.

Fiir die Beispiele entspricht:

e [ einem globalen Funktionenkorper,

e g dem Geschlecht von F,

q der Anzahl an Elementen des Konstantenkdrpers Fy von F,

hr der Klassenzahl von F,
° C% der Klassengruppe von F' und

e S einem Erzeugendensystem der Klassengruppe.

Wir betrachten jeweils als Beispiel einen hyperelliptischen Funktionenkorper definiert
durch die Gleichung y? — f(z) = 0 mit f(z) € Fy[z] und vergréRern sukzessiv den Kon-
stantenkorper. Dabei vergleichen wir die Laufzeiten der Algorithmen 8, 10, 13, [Tes98,

79
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Algorithm 2.1] und [Hes99, Algorithmus 5.5]. Sowohl Algorithmus 8 als auch Algorith-
mus 10 werden abhingig von der Wahrscheinlichkeit € := 0.7 die folgenden Beispiele
berechnen. Alle Algorithmen, bis auf Algorithmus 10, geben auch ein minimales Er-
zeugendensystem der Klassengruppe aus. Die Berechnungen wurden auf einem Intel
Core2Duo (64-Bit) System mit 2-GHz-Taktung durchgefiihrt. Falls einer der Algorith-
men nach 3000 Sekunden kein Ergebnis ausgibt, deklarieren wir es mit ,,00 und brechen
die Rechnung ab. Stoppt ein Algorithmus vorher ohne Ergebnisse wegen einer zu hohen
Speicherauslastung, dann schreiben wir kurz ,Sp. voll“. Ist der Einbettungsgrad d(q,!)
beziiglich eines Primteilers [ der Klassenzahl grofer eins, dann ist Algorithmus 13 nicht
definiert. Diesen Fall kennzeichnen wir durch ,,—“.

Beispiel 1

Wie betrachten den elliptischen Funktionenkérper F' mit der definierenden Gleichung
y? + 8223 + x = 0 {iber dem Korper F, mit ¢ Elementen und € = 0.7.

q =83 #S =31
OV = (7./847)*

hp =2*.32. 72

Algorithmus 8 0.7s
Algorithmus 10 0.04s
Algorithmus 13 0.8s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 00
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.0s
q=83% #S =47
C% = (Z/6888Z)*

hp =20.3%.7%.41

Algorithmus 8 0.9s
Algorithmus 10 0.04s
Algorithmus 13 7.6s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 00
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.01s
q=83° #:5 =76
CY = (7,/474583207Z)*

hp=2%-3%.5%.7%.132 . 417 . 53

Algorithmus 8 2.6s
Algorithmus 10 0.19s
Algorithmus 13 21.1
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] SP. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.05s
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q=83% #S5 =184
CY% = (Z,/1068900077386611244101607Z)>
hp=2%-3%.5%.72.13%.192 . 41% . 532 - 3677 - 22697 - 47451433
Algorithmus 8 46.1s
Algorithmus 10 2.2s
Algorithmus 13 285.3
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] SP. voll
Algorithmus |Tes98, Algorithm 2.1] 00
q = 83%8 #S = 340

C% &~ (Z,/114254737543710350632802170371373467301600459207)>

hp=2%.34.52.72.132.172. 192 - 412 . 53% . 732 . 3672 - 22692 - 191212 - 4745143\

32.22522921846807212

Algorithmus 8 2910s
Algorithmus 10 15.51s
Algorithmus 13 o0
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll
q = 83% #S = 650

CY% >~ (Z/aZ)?

a := 1305414505118213552707813648286561513784170289348981013013152933778\

18768621823991356828738240

hp=212.3%.52.72.132.172.192 - 412 - 532 . 732 . 3672 - 12972 - 22692 - 102892\
160012 - 191212 - 412812 - 671532 - 2951532 - 6840289 - 474514332 - 4780206650257

:22522921846807212

Algorithmus 8 00
Algorithmus 10 252.6s
Algorithmus 13 o0
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll

Beispiel 2

Wie betrachten den hyperelliptischen Funktionenkérper F' mit der definierenden Glei-
chung 3% +62°+5 = 0 iiber dem Korper F, mit ¢ Elementen und € = 0.7. Das Geschlecht
von F'ist g = 2.
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q="1 #S = 44
CY% >~ (2/507)*
hp =2*.5°
Algorithmus 8 1.2s
Algorithmus 10 0.03s
Algorithmus 13 4.2s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 682s
Algorithmus |Tes98, Algorithm 2.1] 0.1s
q=1 #S =57
CY =~ (Z/117650Z)>
hp =2%.5%.13% . 1812
Algorithmus 8 2.2s
Algorithmus 10 1.7s
Algorithmus 13 —1
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.02s
q=T #S =69
0. = (2,/2400Z)*
hF:220’34'58
Algorithmus 8 6.2s
Algorithmus 10 0.12s
Algorithmus 13 20.8s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 10.9s
q="1" #S =94
Cp = (Z/117650Z)*
hp =2*-5%.13*.181*

Algorithmus 8 9.8s
Algorithmus 10 0.17s
Algorithmus 13 8.2
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 00

Yd(77,5) = 4, d(77,13) = d(7°,181) = 12
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q =710 #S =118
OV = (Z/5764800Z)*
hp =224.3%.58.12014

Algorithmus 8 20.5s
Algorithmus 10 0.34s
Algorithmus 13 48.5s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus |Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll
g="7*" #S =165

CY = (7,/13841287200Z)"
hp=220.3%.58.13%.19%.43%.1814

Algorithmus 8 46.0s
Algorithmus 10 0.99s
Algorithmus 13 34.9s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll
q="1% #S =211

CY% = (Z/33232930569600Z)*
hp =228.3%.58%.17%. 12014 - 1695534

Algorithmus 8 165.0s
Algorithmus 10 2.3s
Algorithmus 13 82.4s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll
qg= 764 #S =12

CY = (7,/11044276742439206463052992007Z)*
hp =232.3%.58.174.353%.1201% - 1695534 - 470721396174

Algorithmus 8 395.8
Algorithmus 10 21.6s
Algorithmus 13 435,3s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll
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¢ =717

S = 757

OV = (7,/1219760487635835700138573862562971820755615294131238400Z)*
hp =236.3%.58.174.353% . 1201* - 169553* - 7699649* - 134818753 - 4707213967\

-531968664833%

Algorithmus 8 00
Algorithmus 10 175s
Algorithmus 13 00
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll

Beispiel 3

Wie betrachten den hyperelliptischen Funktionenkoérper F' mit der definierenden Glei-
chung y? + 627 + 22* + 62 + 3 = 0 iiber dem Kérper Fy mit ¢ Elementen und € = 0.7.

Das Geschlecht von F'ist g = 3.

CULNZ)27 S22 ®L)2Z & L)2Z S Z)27 & 7./52787Z

hp=20-7-13-29

Algorithmus 8 2.0s
Algorithmus 10 0.6s
Algorithmus 13 5.8s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 0.8s
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.02s
g =171 #5 =121
CO 2 7/27 & 7.)27 @ 7./]1932749637937268233166807906Z

hp=2%.7-13- 463 - 22936292667710206170541

Algorithmus 8 38.8s
Algorithmus 10 2.8s
Algorithmus 13 o0
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus |Tes98, Algorithm 2.1] 8.1s
q=T1' #S5 =165
CYL~7/16Z & Z/16Z & Z/16Z ® Z/16Z & Z/20176Z & Z/aZ

a = 27758191360621930064018316972272

hp =224.7.13%-29-41- 97 - 248177 - 267217 - 464897 - 5361593

Algorithmus 8 168s 2
Algorithmus 10 2.58
Algorithmus 13 -
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 109s

2d(7%,97) = 6, d.h. es wird in F;16.6 gerechnet.
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qg="7* #S =234
CO>7/87 ¢ 7/8Z ®Z/104Z & Z/104Z @ Z/104Z & 7./ aZ

a 1= 97673980995581344063364089953516044498021078000929528
hp=218.7.13%.29-41-97-4297 - 4327 - 172411 - 359101 - 5361593 - 18848042099\
3087170081

Algorithmus 8 133s
Algorithmus 10 3.9s
Algorithmus 13 00
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 7.7s
q=T7% #S =17

CO2L2ZL®L)2L & L)L

a := 602966258011612348430884178591122725745071764689941526993339142

hp =23-7-13-251-1021 - 6282361 - 205778155332434745742992942817417764853\
5904739951

Algorithmus 8 63.9s
Algorithmus 10 3.2s
Algorithmus 13 67s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus |[Tes98, Algorithm 2.1] 0.4s
q="T7% #S =303

CO~7/32Z ®7/327 & 7/32Z & Z./32Z @ Z./40352Z & Z/aZ

a := 3183807952583257074816195696668504859151531469432070763938312847758\
7936

hp =230.7.132.29.41-972.248177 - 267217 - 464897 - 5361593-
573489805445293061869955176503631215169

Algorithmus 8 594s 3
Algorithmus 10 14.3s
Algorithmus 13 -
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll

3d(7%2,97) = d(7%?,13) = 3, d.h. es wird in Fy32.3 gerechnet.
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q:748

CY. =~ 7./)16Z & Z/16Z & Z,/208Z & Z/208Z & Z./20176Z & Z/aZ

#5 = 440

a = 22126669939278756858557538839865805273479602378621193150860712262854\

7869305017917616812991592867225948117405168

hp=2%.7.13%.29-4.97%. 4297 - 4327 - 172411 - 248177 - 267217 - 359101 - 46489\
7984241 - 5361593 - 28585969 - 188480420993087170081 - 130578129806260814233\

4018209

Algorithmus 8, 834s
Algorithmus 10 14.5s
Algorithmus 13 00
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll

Beispiel 4

Wie betrachten den hyperelliptischen Funktionenkorper F' mit der definierenden Glei-
chung y? 41227 + 1025 4 92* + 1023 + 122 +9 = 0 iiber dem Korper F, mit ¢ Elementen

und € = 0.7. Das Geschlecht von F'ist g = 3.

(=13 #5 =29
C% > 7/27 & 7./1298Z

hp=22-11-59

Algorithmus 8 0.6s
Algorithmus 10 0.06s
Algorithmus 13 1.75s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 0.23s
Algorithmus |Tes98, Algorithm 2.1] 0.01s
q =132 #S =43
CUXZ/2Z.®Z)27 & 7./2Z & 7./593186Z

hp =2%-11-59-457

Algorithmus 8 1.5s
Algorithmus 10 0.08s
Algorithmus 13 12.2s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 2.98s
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.01s
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qg=13% #S =69
CU27/22. 0727 ®Z/27 ® /27 & Z./8Z ® Z./1800865241127Z
hp =21.11.59.137-277 - 457
Algorithmus 8 6.8s
Algorithmus 10 3.8s
Algorithmus 13 14.3s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 00
Algorithmus |Tes98, Algorithm 2.1] 0.03s
q=13° #5 =117
CO X 7/A7. & ZJAZ & 7./87 & Z/8Z & Z./16Z & 7,/33124306469738205091 7447
hp=2Y.11-59-137-277 - 457 - 7577 - 12137753
Algorithmus 8 72s
Algorithmus 10 48s
Algorithmus 13 934s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 00
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 9.4s
g=13"7 #S =163
CUOXZ)2ZDZL)2Z®L/2Z D L)2Z S Z/8Z ® L]aZ
a 1= 98798573910318443640581328269773235792
hp=2".11-13-31-43-59-61-137- 277 - 457 - 2887 - 9433 - 100999 - 188691541
Algorithmus 8 111s
Algorithmus 10 41s
Algorithmus 13 00
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus |Tes98, Algorithm 2.1] 0.4s
q=13* #5 = 300

CUNZ/27. & Z/AZ S L/8Z D L/SZ & Z/T312Z & Z/aZ

a = 21359212019227319019041206995265645186685225582055192374487859690370

948512

hp=29-11-13-31-43-59-61-137- 277 -457% - 2017 - 2887 - 7577 - 9433 - 10099\

12137753 - 188691541 - 582724226737385280409

Algorithmus 8 00

Algorithmus 10 439s
Algorithmus 13 —
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 23.7s

1d(13%*,457) = 19, d.h. es wird in F324.10 gerechnet.
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g=13% #S = 379
C%~Z/5Z®Z/10Z ® Z/aZ

a := 79024500641695564312444285328413506661410645170356420589549637090041\
8733908930526384953591540510339610

hp =22-5%.11-59 - 12176348326917652436432093270941988699755107114076490\
0754313770554764057613086367701841847694993889

Algorithmus 8 00"
Algorithmus 10 31.8s
Algorithmus 13 —
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 3.7s

COUOXZ)22®Z)2Z&L)2Z S L)27 ® L/8Z & 7] aZ

a := 15800545450538185790658846505763531042899847171190367191500911483617\
290618587621297828523074715189981564643713769637328
hp=2".11-13-31-43-59-61-109 - 137 - 277 - 457 - 2887 - 9433 - 3672 - 55009 - 10\
0999 - 188691541 - 2880471338623117 - 119497341962142160309 - 2110205995580370\
123743007754274653

Algorithmus 8 978s

Algorithmus 10 500s

Algorithmus 13 00

Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll

Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 5.8s
Beispiel 5

Wie betrachten den hyperelliptischen Funktionenkérper F' mit der definierenden Glei-
chung y? + 42 + 323 + 422 4+ 2 = 0 iiber dem Kérper Fy, mit ¢ Elementen und € = 0.7.
Das Geschlecht von F'ist g = 4.

qg=>5° #S =39
CU27/27 0 7)27 ® Z/6Z & Z/20178Z
hp=2%*.33.19.59

Algorithmus 8 2.1s
Algorithmus 10 0.28s
Algorithmus 13 16.5s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 0.7s
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.02s

5d(13%',5) = 4, d.h. es wird in Fy331.4 gerechnet.
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q=5" #5 =61
CY = 7./A7. & 7JAT & 7.)127 & 7./ 7356495247
hp=2%-3%-19-59 18229
Algorithmus 8 5.38
Algorithmus 10 4.3s
Algorithmus 13 45.8
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 30.7s
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.02s
q=5" #S5 =94
COL2Z/AL D L)AL ® T)AT & L)AL ® 7./360Z & Z/aZ
a 1= 2409411984478061472437486040
hp =2'.3%.5%.19-43-59 - 673 - 18229 - 30763 - 122632801
Algorithmus 8 143s
Algorithmus 10 46.8s
Algorithmus 13 00
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 00
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 6.1s
q=5'0 #S =179
C% > 7/336Z & Z/336Z & Z/336Z & Z/aZ
a 1= 14291054764016021518130756999434680624
hp =2'%.3%.74.19.59 - 18229 - 340481 - 407713 - 23490473 - 212762993
Algorithmus 8 164s
Algorithmus 10 94s
Algorithmus 13 -
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus |Tes98, Algorithm 2.1] 2.3s
q=5% #S5 =303

COUL~7/27 & Z/aZ
20478393879622

105283404214154038820305382371

a = 6018531076235440002929470734917744117872030930456020068568996794291\

hp =22-3%.19 - 72708167453 - 102311898907 - 2246958950303512424268450701 - \

Algorithmus 8 394,5s
Algorithmus 10 163.6s
Algorithmus 13 371.2s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 4.5s

6d(5'¢,7) =3



90

Beispiele

q= 532
COU27/672Z © 76722 & Z)672Z & Z/aZ

a = 968395440177924786335586195316086955803960658511021612446174373074\

352347631350368

hp =229.3%.74.19 .59 18229 - 26209 - 340481 - 407713 - 486817 - 23490473 - 212\
762993 - 1500634433 - 1769568434624742218339009

#S = 331

Algorithmus 8 484.7s
Algorithmus 10 320,8s
Algorithmus 13 00
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 7.8s

Beispiel 6

Wie betrachten den hyperelliptischen Funktionenkérper F' mit der definierenden Glei-
chung 4% +162° + 1323 + 422413 = 0 iiber dem Korper F, mit ¢ Elementen und € = 0.7.

Das Geschlecht von F'ist g = 4.

q=17 #S5 =36
CY. = 7./27. @ 7./423767.

hr = 2% 5297

Algorithmus 8 0.6s
Algorithmus 10 0.2s
Algorithmus 13 0.8s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 1.3s
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.0s
q=17° #S =56
CU27/27. 0 7)27 ® Z/8Z & 7./2229401367Z

hr = 2% - 5261 - 5297

Algorithmus 8 3.8s
Algorithmus 10 2.7s
Algorithmus 13 11.1s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 11.3s
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.02s
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g=17* #5 =92
COL27/22 0722 S L/2Z. @ L/2Z & L/AL ® Z/8Z © 7./327. & L./ aZ

a := 5876303367996832

hp = 218.277 5261 - 5297 - 23789

Algorithmus 8 44.2s
Algorithmus 10 19.4s
Algorithmus 13 31.7s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 2.7s
=17 #5 =161

CUNZ/AL S LIAL D LJAL D LJAL S Z)8Z ® Z/8Z & ZJ192Z & Z/aZ
a 1= 752780481769684817792235159681984
hp =22%.32.9277.953.5261 - 5297 - 23789 - 1501681 - 14919089

Algorithmus 8 478.4s
Algorithmus 10 132.1s
Algorithmus 13 00
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll
q=176 #S =295

COU=Z/8LOL/SL O LST ©L/ST ® LJ/16Z ® Z/16Z ® Z/3847 & L./ L

a = 1392514835191575266596595456369632843087823559535001472037090838250\
8928

hp = 23%.32.277.953 . 5261 - 5297 - 23789 - 318881 - 377761 - 1501681 - 14919089 - \
49361633 - 197443297 - 7878142081

Algorithmus 8 1680.9s

Algorithmus 10 662.75s

Algorithmus 13 o0

Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll

Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] Sp. voll
Beispiel 7

Wie betrachten den hyperelliptischen Funktionenkérper F' mit der definierenden Glei-
chung 32 + 22'3 4+ 2 = 0 iiber dem Kérper F, mit ¢ Elementen und € = 0.7. Das
Geschlecht von F'ist g = 6.
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q=3 #S5 =26
CU27/22.07)27 ®Z/27 & 7] T8Z
hp=2%-3-13
Algorithmus 8 1.4s
Algorithmus 10 0.2s
Algorithmus 13 6.4s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 0.8s
Algorithmus |Tes98, Algorithm 2.1] 0.0s
q =3 #S5 =39
CO X 7/A7 & 7.JAZ & 7./AZ & 7,/8268Z
hp=2%-3-13-53
Algorithmus 8 3.4s
Algorithmus 10 3.4s
Algorithmus 13 23.6s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 4.4s
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.02s
q=3" #5 = 62
COU27/87 & Z/8Z ® Z/8Z & 7./5529142327
hp=2'%.3.13-29-53-1153
Algorithmus 8 5.2s
Algorithmus 10 10.1s
Algorithmus 13 51.5s
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 00
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.06s
q=3° #S =103
CO% > Z/16Z ® Z/16Z © Z/16Z & 7Z/194743206547987715527
hp =2'-3-13-29-53-113 - 1153 - 155846161
Algorithmus 8 11.5s
Algorithmus 10 10.3s
Algorithmus 13 170.6
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] 00
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 0.14s
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q =3 #S =183
CU27/32Z.07/32Z ® Z/327 ® Z/aZ

a := 194173750035177922011833360867960175542496

hrp=2%.3.13-29-53-113- 1153 - 29291921 - 155846161 - 170196392961169

Algorithmus 8 157.5s
Algorithmus 10 150.9s
Algorithmus 13 00
Algorithmus [Hes99, Algorithmus 5.5] Sp. voll
Algorithmus [Tes98, Algorithm 2.1] 11.8s
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Kapitel 5

Ausblick

In diesem Kapitel wollen wir eine Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten Metho-
den beschreiben sowie einen kurzen Ausblick geben, welcher Problemstellung der Autor
sich in Zukunft widmen wird.

Wie in der Einleitung erwidhnt wurde, ist es méglich die Berechnung von Klassengruppen
von globalen Funktionenkdrpern zu nutzen um Endomorphismenringe von Jacobischen
Varietdten von glatten projektiven algebraischen Kurven {iber endlichen Korpern zu
bestimmen. Eine Definition dazu findet sich in [CF06, S.78]. Wir gehen im Folgenden
auf den Spezialfall der Jacobischen Varietit einer glatten hyperelliptischen Kurve iiber
dem endlichen Kérper F, ein, dabei sei angemerkt, dass alle Uberlegungen und Defini-
tionen auch in einem allgemeineren Kontext giiltig bleiben. Eine solche Kurve C' ist eine
projektive Varietdt tiber F, der Dimension 1, dessen affiner Teil durch die Gleichung
y*> = f(z) beschrieben wird. Dabei ist f € Fy[z] normiert, quadratfrei und deg(f) sowie
g = p* koprim zu 2. Allgemeine Definitionen und Erliuterungen findet der Leser in
[Har77] beziehungsweise [CF06]. Der Quotientenkérper K (C) des Restklassenringes

Fo[2][y)/(v* — £ (2))Fqlx][y]

ist ein hyperelliptischer Funktionenkdrper. Das Geschlecht g des Funktionenkérper de-
finiert das Geschlecht der Kurve. Nach [HS00, S.134-135] existiert zu C eine abelsche
Varietit J(C), genannt Jacobische Varietit von C, dessen Dimension dem Geschlecht
g der Kurve entspricht und mit der Eigenschaft J(C') = C’?((C). Dabei sei letzte Iso-
morphie aufgefaft als eine zwischen abelschen Gruppen.

Ein Endomorphismus von J(C) ist ein Morphismus « : J(C) — J(C), der zusétzlich
ein Gruppenendomorphismus ist. Der Begriff Morphismus zwischen abelschen Varie-
taten wird in [Har77, S.14| erklért. Ein Beispiel eines Endomorphismus von J(C) ist
der sogenannte Frobeniusendomorphismus ¢. Er ist dadurch definiert, dass er die Ko-
ordinaten eines Punktes P € J(C) in die p-te Potenz setzt. Hat das charakteristische
Polynom des Endomorphismus ¢ nur einfache Nullstellen, dann ist die Menge aller En-
domorphismen von J(C) nach [Tat66, S.140] bis auf Isomorphie eine Ordnung O in
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einem Zahlenkorper K, der folgende Eigenschaften erfiillt:

1. Kist eine total imagindre quadratische Erweiterung einer total reellen Erweiterung
von Q und

2. [K: Q] = 2g, dabei beschreibt g das Geschlecht der Kurve C.

Es existiert ein primitives Element 7 mit K = Q(7), welches zum Frobeniusendomor-
phismus ¢ korrespondiert. Bezeichne Og(,) die Maximalordnung von Q(7) und 7 die
komplex Konjugierte von 7. Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass p, die Cha-
rakteristik von Fy, nicht [Og(r) : Z[r, 7] teilt. Sei {a1,...,an} ein Erzeugendensystem
der Z-Algebra Og(r) und n; € Z>% minimal, so dass njo; € Z[nx] gilt und beschrei-

be n; = [[; l,';l;j die Primfaktorzerlegung von n;. Fiir jedes (i,j) sei k;; € Z>° durch
ki — 1 ¢ lijOq(r) bestimmt, dann erzeugt die Menge

n; ki — 1
{ldwal lgj [OQ(ﬂ.) : Z[TI’H} U {
]

die Maximalordnung Ogqs iiber Z[r,7]. Detailliertere Informationen dazu findet der
Leser in [FLO7].

Um die zum Endomorphismenring korrespondierende Ordnung O zu berechnen, muss
lediglich getestet werden, welche Erzeuger der Maximalordnung zu Endomorphismen
von J(C) korrespondieren. Sei [ := [;; ungleich p. Nach [Lau04, S.12] korrespon-
diert das Element (7%J — 1)/l genau dann zu einem Endomorphismus von C, wenn
dimp, (j(Fpkij)[l]) = 2g ist, wobei j(Fpkij) die Jacobische Varietdt der Kurve C iiber
dem Korper ]Fpkij bezeichnet. Hierbei fassen wir die [-Torsionsgruppe der Jacobischen
Varietét, wie in Abschnitt 1.1 beschrieben, als F;-Vektorraum auf.

Betrachten wir 3; = n;a; /19 mit d := d;j, dann gibt es wegen 196; € Z[x] fiir B; die
Darstellung

171 [Og(ry : Zlx]] und 1;; # p}

ﬁ‘ — Zig:() a’kﬂ-k
3 ld
mit Koeffizienten ay € Z. Nach [Lau04, S.11] ist §; genau dann in O enthalten, wenn
der zu T = zg: o a7 korrespondierende Endomorphismus ¢r auf J (Fps)[1%] trivial

operiert. Dabei sei & so gwihlt, dass Rang(J (Fp«)[l9]) = 2g gilt. Da 7 dem effizient be-
rechenbaren Frobeniusendomorphismus der Kurve C' entspricht, kénnen wir ¢ ebenfalls
effizient in P € J(CO)[14] auswerten.

Mittels der Isomorphie der abelschen Gruppen J(C') und C'?((C) sind wir in der Lage mit
den Algorithmen der vorliegenden Arbeit die eben beschriebenen Tests zu realisieren
und somit den Endomorphismenring der Jacobischen Varietat J(C') zu bestimmen.

Eine der weiterfithrenden Aufgaben, mit denen sich der Autor befasst, wird die genaue
Analyse des zuvor grob beschriebenen Verfahrens zur Berechnung von Endomorphis-
menringen sein. Es wird versucht werden Methoden zu formulieren, die Gleiches auch
fiir beliebige abelsche Varietédten iiber endlichen Koérpern leisten.
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Hyperelliptische Kurven vom Geschlecht 1 heifsen elliptische Kurven. Die Jacobische
Varietét einer elliptischen Kurve F ist isomorph zur Kurve, also ist F selber eine abel-
sche Gruppe. Eine elliptische Kurve F iiber dem endlichen Kérper mit Charakteristik p
fiir die E[p] = 0 gilt, nennen wir supersinguldr. Nach [Was03, S.303] ist der Endomor-
phismenring einer solchen supersinguldren Kurve isomorph zu einer nicht-kommutativen
Ordnung in einer Quaternionen Algebra. Je allgemeiner die zu betrachtenden abelschen
Varietdten werden, desto abstrakter wird auch die Struktur derer Endomorphismenrin-

ge.
Ausgehend von den Methoden aus [Koh96] zur Berechnung von Endomorphismenringen

von supersinguliren elliptischen Kurven {iber endlichen Koérpern, wird versucht werden
fiir allgemeinere Situationen Ahnliches zu entwickeln.
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